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CONDITIONS DE LA SOUSCRIPTION. 

Depuis le premier juillet l8io , ce recueil parait de mois en 
mois , par lirraisuits de 3o à 4o pages. La couverture de chaque 
livraison pi\;seiice l'annonce des ouvrages nouveaux et des concours 
académiques. 

On peut souscrire indilTércmment , 

Au bureau dos Annales , ■ rue d'Avignon, n." i3o, \ Nismes, 
(GaiJ ), , 

Chez madame *frt'(î-<?rn*rA'fl- ,-irtiplnrtiCTir-Hiliraîre pour les malhé- 
maliqi.eï . quai dt'j Augusiins , n.° 67 » i Paris, 
£t à tous les bureaux de po^lc. 

L* «prK <fe 'la loiiFcr'^icln BDbp^le dBt '3i fr, po«r h France, 
et 24 fr. pour l'éiranger. Il en coule moitié pour six mois ; et le 
prix de chacun des cinq premiers volumes est inférieur de 3 fr. à 
celui de la souscription aiinuelle. Les lettres et l'argent doivent être 
affranchis. ^ . ' 



AVIS au ReL'eur , 
Sur le placement des Flanchet, 



Planche I. Après la page 60. 

II. 3oo. 
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DE 

MATHÉMATIQUES 

PURES ET APPLIQUÉES. 
RECUEIL PÉRIODIQUE , 

BEDIGÉ 

Par J. D. GERGONNE , professeur de mathématiques 
transcendantes » des académies de Nismes , de Nancy et 
de Turin. 



TOME CINQUIEME. 

A NISMES, 

DE l'iUFHIMERIE DE F. BLACHIER - BELLE. 

Et se trouve à PARIS , " chez la dame VeuTe CoURClEA , Imprimem» 
Libraire pour les Mathématiques , quai des Augustins, d.^ 57. 



i8i4 ET i8i5. 
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ANNALES 

DE MATHÉMATIQUES 

PURES ET APPLIQUÉES. 

ASTRONOMIE. 

Essai dune ntnwèlle solutî<m des principcatx problèmes 
das(ronomie f 

Par M. Kramp , professeur , doyen de la faculté à» 
sciences de ràcadënùe de Strasbourg 



^/S^^i'\/'\/^i'%i'^ 



{ Troinème mémoire, ) Ç^ 



68. XJans noiït second mëmoire ttoxis- arons entrepris la aolutraii 
àa problème de détermiaer lei élémens de l'orbite d'un corps ,» 
planétaire ou cométaire' , moyennant un- nombre suffisant- d'obser- 



.O Voyez tes page» iffi «t 337' du tr.» Tolonw de ce mnaL. 
Tom^y^ n.? /.•» , iJ' juillet lii^ 
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fl PROBLEMES 

Tatlons. On sait que ces ëlémens sont au nombre de six: la lon- 
gitude du nœud , l'inclinaison de l'orbite , la position de la ligne 
des apsides , le grand axe , l'excentricité et l'instant du passage par 
, l'une des deux apsides. £o continuant de désigner par \ l'angle 
que constitue l'excentricité de l'orbe terrestre , chacune de ces six in- 
connues pourra être représentée par une série telle que A-^By+C>.'-\:.. ; 
elle sera très-conrergente , étant disposée selon les puissances de \ 
que l'on sait Aire une fraction angulaire égale à un soixantième À peu 
près. Le premier terme A sera ce que devient cette série dans le 
cas de a=o : c'est celui d'un mouvement uniforme et circulaire. 
Ce premier terme constitue proprement la diiBcutlé du problème ; 
les coefBciens des autres se trouveront en suivant une marche ana- 
logue \ celle de nos problèmes précédens , et qui sera le résultat 
de quelques différentîations successives. 

69. Dans le problème VU qui a précédé immédiatement celui-ci , 
nous avons supposé la position du plan de l'orbite connue; deux 
observations suiEsatent alors pour trouver , dans tous les cas , les 
valeurs générales et rigoureuses des quatre inconnues qu'il restait à 
délerrainer. Si celte position n'est pas connue d'avance , il y aura 
deux inconnues de plus , ce qui rend le problème beaucoup plus 
difficile. Il sera convenable alors de s'occuper d'une méthode générale 
qui puisse nous conduire à la détermination du plan de l'orbite , 
indépendamment des autres inconnues. Les essais que nous avons 
&its pour y parvenir seront robjet du problème qui suit. 

70. PROBLÈME VIII. Trois observations d'une pîanhe ou 
tune comète étant données , déterminer les deux élimens desquels 
dépend la position du plan de son orbite : savoir la longitude du 
natud y et l'angle que fait le plan de cet orbite avec celui de 
Fécliptique ? 

71. Solution. Les notations que nous avons employées dans les 
txoîs problèmes précédens seront conservées. Soient donc 
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D'ASTRONOMIE. 3 

>•.. l'angle ESN; longitude du nœud. 

ji... l'angle MNL ; inclinaison de l'orbite. 

«...l'angle ASN , que fait la ligne des nœuds avec celle des apsides. 

h..,\e demi-grand axe de l'orbite de la planète ou de la comète. 

it... l'excentricité de l'orbite; ce qui donne 
èCos.ft . ,\ pour le demt-petit axe ; 
iSin.ft... pour ta distance du foyer au centre, 

a., .le demi-grand axe de l'orbite de la terre supposé circulaire. 

^...le temps périodique de la terre, dont le mouYcment est supposé 
uniforme. 

y... le temps périodique de l'astre. 

Le premier de ces termes est connu. Quant ^ l'autre , le théorème 
. Képlérîen p* nf'^a^ :h* nous fait voir qu'il dépend du demi-grand 
axe ^, et que les deux quantités 3 et ^ ne forment qu'une seuls 
inconnue. 

73. Aux cinq éle'meas désignas par les lettres ^ , i , i , i* , i 
il faut en ajouter un sixième : c'est celui qui doit fixer le 
moment du passage de la comète par l'aphélie de son orbite. Nous 
supposerons donc que , dans cet instant , la terre était au point B 
de la sienne. La sixième inconnue sera donc 

^...l'angle NSB que faisait la ligne des nœuds avec le rayon 
vecteur de la terre SB , à l'instant du passage de l'astre par l'aphélie 
de son orbite. (') 

73. Nous continuerons d'employer la letlre ^ pour désigner l'^no- 
malie praie , et la letlFe » pour exprimer V Anomalie excentriqus. 
La longitude de la terre , supposée au point T de son orbite , ou 
l'angle EST , sera désignée par »; ce qui rend l'angle NST=*— j, 
et l'angle BST=* — i — ^ Et comme l'astre emploie le même temp» 
pour parcourir l'arc AM de son orbite « et pour, décrire ainsi l'ano- 



C*> Oa suppose toujours ^'on a tout le» yeux 1» Ëgare du DiaxUœ mùaaire. 
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4 PROBLEMES 

malie vraïe f , ^ laquelle répondent l'excentrique > et le rayon vec- 

teui SM=r , on aura les équations qui suivent : 

Sin.«=— — — , 

Coa'p—Sm.ft 



74> En âiminant de toutes, ces formules l'anomalïe vraie f , et 
en conserrant la seule anomalie excentrique •', à laquelle nous 
aurons soin de tout réduire , les ëgalîtës précédentes seront trans- 
formées dans celles qui suivent : ' 

Cot.ftSin.K 



Sin.fs: 



Cos.f=:i 



i-1-Sm./.Cos.. 



r=si(i+Sîn./»Cos.*) ; 



qui 



donne 



rSin.f s^Cost^Sln.* , 
rCos.f= ^(Cos.-+Kn.(-). 

jB. £n abaissant du point M qui est le lieu de l'aslre dans son 
orbite , la perpendiculaire MN sur Ja ligne des nœuds , les deux 
(«ordonnées de ce point seront exprimées comme il suit : 

MN3=rCos.(.+*)=*P , 
. SN=rSin.(i+f)=^Ç ; 
ice ^i doDne 
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D'ASTRONOMIE. 5 

P=(i+Sm.i»Cos.-)Cos.(r4-f) ; 

Ç=:(i+Sin.^Co3,«)Sin. O+f) ; 
«t, en dëveloppant moyennant les formules du n.^ 74 « 
P= Cos.iSîn./H-Cos.iCos.s-T'SindSîn.cCos./t ,' 
Q=Sîn.iSm./c4-Sîn.tCos.*-f-Coa.iSiD.''Cos./( , 

Noos cootioueroDâ d'employer les lettres F et Q , dont nous avons 
dëjà reconnu la nécessité indispensable pour la solution générale 
du problème. 

76. Les mêmes quantités P et Q peuvent ei)core être autrement 
exprimées , par la longitude et la latitude géocMitrîques au moment 
de l'observation. En continuant de désigner 

Far ^...la longitude géocentrique , 
Par £ ... la latitude géocentrîque ; 
nous avons fait voir (55) que 

iQ Siii.(*— f) 

a ~ Cos^j»4.5iD.|tôin.(J^-^CotJ3 ' 
Égalant entre elles les deux expressions équivalentes de P ,' aosû 
bien que celles de Q , ou aura donc deux équations renfermant 
d'un câté l'excentricité 1* » l'anomalie excentrique « et l'angle • que 
fait la ligne des nœuds avec celle des apsides , et de l'aub-e le 
rapport -r des axes et les deux angles ^ et ^ , desquels dépend la 

position du plan de l'orbite. 

77. Ainsi donc , pour résoudre compUteroent le problème pro- 
posé , nous avons besoin de trois observations. Elles nous fourniront 
immiîdiatement les trois longitudes géocentriques A, A' ^ A'^ , les 
trois latitudes géocentriques B ^B' , B" j et les trois angles *, f , ¥' , 
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$ PROBLEMES 

dont les dliKrences seront supposées proportionnelles aux temps. 
Outre les sîx inconnues dëji mentionnées (71 , 72), nous aurons 
encore les trois anomalies excentriques a , «' , «^^ qu'il faudra déter- 
miner également. Le nombre des inconnues étant ainsi porté à neuf « 
il faudra , pour résoudre le problème , neuf équations indépendantes 
entre elles. Six de ces équations seront fournies - en égalant entre 
elles les deux expressions équivalentes de P , celles de P' celles 
de P'^ , et de même celles de ^ , de Qf , A^ Q^'. On aura de 
plus les trois équations (7$) , savoir : 

f- (# — ^— ») = . +Sin.^in .« , 

£.(#'_^— ,)— ,/+Sin.^in..' , 

£.(#'/_j_,)=«//+Sin.^inV . 
f 

Ici on povm "t par une simple soustraction , éliminer l'inconnue t j 

on obtiendra ainsi les deux équations qui suivent : 

i(»'_i)=»'— «-|-Sin.^Sin.«'— Sin.«) ; 

!(#'/— #')=»//_«/-|-S;n.^(Sin.,"'—Sin.«0 . 

Kous remarquerons qu'en divisant l'une de ces deux demïires 
équations par l'autre , on aura l'équation symétrique qui suit , et 

qui est d^arrassée du rapport — , savoir : 

0= * (y—^/)J^t Sin./.;Sin.»' — Sin.-'O 
+»/(«//_. ;+»/ Sin.^Sin.»'/— Sin.- ) 
+*"(« _«')+*'/SinxSin.« — Sin.»') . 

78. £q nous arrêtant aux deux équations obtenues en éliminant ' 
r«i^e « > le problime sera réduit à htùt équations | renfermant un 
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D'ASTRONOMIE. 7 

pareil nombre d'ioconnues. Pour le rëdulre ultërieurement aux deux 

seules inconnues fi ei i, lesquelles déterminent la position du plan 
de l'orbite , il faudrait donc éliminer successivement les six autre» 
inconnues , savoir : les trois anomalies excentriques >,>',*''''; l'angle ■ ; 

l'excentricitë ft, et le rapport — ou — ; or , cette élimination est 

y * 
analitiquement impossible , tant qoc l'on conservera la forme trans- 
cendante des deux dernières équations , renfermant à la fois les 
anomalies excentriques », af , »'' , et les sinus de ces mêmes ano- 
malies. Reste donc à exprimer les unes par les autres. De pareilles 
expressions , au défaut d'être rigoureuses , pourront au moins être 
approchées ; et ces approximations seront applicables h notre pro- 
blème , pour peu que les observations qu'on emplolra ne soient 
pas Irèa-ëloignées l'une de l'antre. 

7g. PRXMiÈitE APFROXIMATioir. L'angiâ est égal à son sinus. 
Cela donne '<)'=Sin.^, en désignant l'angle par '^. On a rigoureu- 
sement +=Sin.'^-t-;Sin.''J'-|-7îSin.*4'-|-...^; l'erreur est donc égale 
i ;Sin.*'H"^Sin.*'t'+... En prenant ici pour + la diiférence de 
nos deux anomalies excentriques ou i^ — * > l'équation 

f. (#'—«)=-/— .-»-Sm.KSin.»'-S:n.«) 
î 

prendra la forme 

^ saSin.K-'— «XCos-iV— »)-|-Sîn.^Co3.i(»'+*)} 7 

et sera devenue entièrement algébrique. La supposition i^=SÎD,^ n* 
peut être employée sans erreur sensible qu'autant que l'obsenratloh 
moyenne ne dlffôre des deux autres que de rintsrralle de quelques 
jours ; cependant . elle sert de base aux méthodes de du Sg/our. 
et à'Oibers , comme nous le verrons bientdt } et ^ dans tons let 
cas > elle fournit une preaûère approxImaUoa fort utils. 
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80. Seconds approximatioit. L'angie j. est égala — ~- . Il 

n'en dlifère eifectivement que <]e-T--f- ce qui fait 

* 180 ' • 

0,0002, pour + = 30" » 

0,0018, pour '^•=45** , 

0,0060 , pour 'J'^60*' . 

Four un angle moindre que So"* , la diiRreiice est insensible. Ce 
Ui^orèoie se trouve dans l'ouTrage de SnelUus , nomin<! Cyelométricus 
( Lugd. Balav. 1621); mais des auteurs très-instruits, en le faisant 
remonter plus haut de près de deux siècles , en attribuent l'honneur 
au célébra et savant cardinal Nîcolaus Cusanus. Cette formule 
fournit , pour la solution du problème , une approximation plus 
exacte,, mus elle conduit à des équations plus compliquées. 
Zi. Troisième \approximatioit. .L'angle A- est égal à 

- - T^' ■ Sin.'^. U n'en diffère effectivement qne de f'.,.,,i» 

9ui fait 

o,ooooo5 «...pour ^e=3o' ». 
OyOOoioo f. ..pour ^=4^** r 
o»ooo8oo-«..,pour ^^=60* - 

En feisant usage de cette troisième formule » on pourra tlBployet 
^es observations de quelques mois d'intervalle. ' 

82. Dionis du Séjour , dans- son Quatorzième mémoire analiti^ua 
( Acad. des sciences , année 1779 , pag. t55 ) , a substitué att 
ftficteur curviligne de l'astre , qui est proportionnel au temps , l'aire 
rectiligne comprise entre les rayons vecteurs et la corde correa- 
^oodante. On a ^ pour le premier » 

^CC— 1)=«/— -+Sin.,.(Sin.»'— Sin.») ; 

«I on atiratt pour l'autre 
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D'ASTRONOMIE. . 9 

— (I/— #)=Siii.(«'— •)+Sin.^SiD.»/— Sin.-) . 

Cet astronome suppose donc tacitement que U dilTérence entre les 
deux anomalies excentriques est assez petite pour être sensiblement 
confondue avec son sinus. Le ibëorème auquel cette supposition l'a 
conduit , et qui lui a servi pour dt^tcrminer la position du plan 
de l'orbite , est Identique avec celui qu'Olbcrs a publié , dans un 
traite allemand en 1797 < et qui revient encore au principe employé 
par du Séjour. Cependant cet astronome ne parait pas en avoir 
tiré tout le -parti qu'il pouvait , parce que , dans son traité , il s'est 
renfermé dans le seul cas particulier, et peu probable, du mon' 
vement parabolique. C^) 

83. Comme nous avons (jS) 

(*} En pouiiant ces approxinutioni plus loin , fai trouvé 
^ 8o-f-aSCo*.^ 



IV. 

V. 



Sin.4' 54-H8C<w.4+3Co>.a^ * 

Sin.+ "~ i5o+i5oCo<.iH-i5C<»^-4' * 

VI '^ ^_ i337-f9a4Cot.^49C<»-*'^ . 

Sia.^. iooo+iia5Coa.iH-'8oCos.aiH-5C<»'3+ * 
_-■ •Jf _ 3i5i3+a6a74C<w.'JH-aj64Co«-a'j-+ioCo«.3^ 
' Sin.^ ~ a45oo-f.394ooCos.iH-â8SoCot^iH-a^Co*,3i^ ' 

LesenemstleGei formule* appro^matiTei loni rupecilvenunt égaleaib neuMème, 
la «nn'jine , U tniziimt et la ^uintiimt puiuancea de l'uieLe ^> £n calculant* 
(Taprès ce* même* Ibimulea , Tare de 60*', on le trouve 

d'âpre! IV , . . . -^ "^i : erreur o,oooo4855 * 
' ^aprii V ,••■ ^ ^3:erreur o>oeooo36i4C6& r 
d'après VI ,... f{^ ^3: erreur 0,000000219670 ^ 
d'aprtt VII,...fi{HV^:erreur o»oooooooi8o55 . 
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iP =r Cos.(.+f) , 
èQ =:r Sîn.CH-f ) , 

*P'=:r'Cos.(,+fO , 

Dons en déduirons 

ce qui derient , en réduisant 

i»Ç/_p/Ç=Cos.^in.(«/— )+CM.^inXSin.»'— Sin..) . 
De plus , nous avons (77) 

L (C— !)=(«/— .)+Sin./.(Sin.»'-Sin..) , 
ce qui devient , en remplaçant l'angle "^ — k par son sinus 

t(*/-#)=Sin.(-/--)-i-SinXSin.»'— Sin.O . 
11 en résulte 

P(^-P^q= - (#'-*)Cos./. . 
On aura de même 



d*o& Ton tire 



P Q"-~P"q - J- (#"— # )Cos^ ; 



II! dernière peut être appliquée , aani erreur Mnaible , A tout angle nxMndre que 90*. 

C» approximaliana , qu'il leraît facU'e dt poutaer plus loin , peuvent , dans 

certain* cas , Jifpeniet de Vatage de* bibleaj et donner lieu à 4'avtrea applicaliona 

ntîlea. Elle* donnent en particulier dei approximationa facilea du sombre w, et c'eat 

même dans cette vue que Snelliut a'ëtait occupi de la formule = - . ;< -- j . 
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équation essentielle , et remarquable par sa simplicité. 

84. Divisant les trois premières de ces équations l'une par l'autre,' 
on aara 

P(^'—i*"Q ~ #"— * ' 
pi(^'—PiQ' _ f'-r 

pQ'/^pi'q "~ *"— ( * 

Ainsi donc , tant que les observations seront assez rapprochées poar 
que les angles ■' — » , ■''—«' puissent être confondus avec leurs sinus , 
sans erreur sensible, les trois différences des produits PQ' — P'Ç. 
P'qi'—Pf'<^ , Pq^'^P'/q, seront proportionnelles aux intervalles 
des temps. Il en résulte deux équations entièrement algébriques , 
qui ne renferment d'autres inconnues que les deux seuls angles fi, 
t , desquels dépend la position du plan de Torbîte , et dont nous 
pourrons tirer , avec facilité , les expressions lîlérales de ces inconnues. 

85. Procédons d'abord âu développement de ces trois différences 

i 
de produits* Faisons — =771; on aara 

Co».^Cofc<*— ;)+S;n.;SSin.(>— ^Cot.* 



mP = 
jnP' = 



Co3.;lCo».(*'— J)+Sin.^Sin.(y— ^QCoUg 
Coi.jS+Sin.jSSin.C^-^OOw.B' * 



mÇ = 
mQf - 



Co»,H-Sin.^Sn.(J^^")C<»t.B" 

Sin.(«— j^ 

Co».A-t-Sn>;Sâin.(J— ^)Got^ ' 

3in.(«'— j) 

Coa.j8+Sii>.|«SiB.(*— ^OCot^ * 

Sin.(>"— J) 

Co«./H-Sm.ilSk.fJ— >i">Cot.B" * 
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66. Four pr&enler ces développemcos was la forme U pin* 
«impie , noiu ferons d'abord 

t"—ll=l' , 

de manière que h^t+t' ; ces trots lettres daigneront ainsi les in- 
tervalles des temps. De plus , nous désignerons les trois dénomi- 
nateurs par D , D' , D" ; de manière que 

D =Cos.f+Sin.>Sin.(j — A )CmS , 

V =Cos.A-t-Sin.»Sin.;»— y<' )Cot.S' . 

Z>"=Cos.f-l-Sin.»Sin.f>— /<")ColJI" . 

Enfin nous emplotrons les lettres M , N , O pour exprimer les 

trois dilfëreaces de produit qui suivent: 

*=Sin.(l— ^ )Sln.(s'— »)Cot.B— SinC»»— .^')Sln.(«— »)CotJ)' , 

.W=S!n.(l -A }Sin.(»"— j)Cot.B— Sin.(»"— ^")Sin.(l— »)Cot.S'' , 

0=Sia.(l'— /^OSio.;»"— »)Cos>B— Sin.(»"— <<'OSin.(»'— >)Cot.«" . 

87. En faisant usage de ces notations , on 'aura , de la maniera 
suivante , les développemens qu'on demandait , savoir : 

DD'(,P<^ —P' q )=Cos.»Sio.r +*Sio.|l , 
i) D"(P Ç"— P«Q )=Cos./lSinjH-WSin.* , 
ClC'iP'^'— P"Ç0=Cos.»Sln.<'+OSin.» ; 

88. Besto donc simplement i substituer les expressions que noua 
Tenons d'obtenir dans les égalités (84) , savoir 

i{P C — P' Ç )=< (PC"— P"0 , 
^p/Ç"_P"Ç')=</(PÇ"_P"0 . 

En mettant ici \ la place de i> , ly , ly^ , leurs valeurs respec- 
tins , tirées de (86) ; «nsuite i la plaça d» PQf—P'Q , Piqi—Pnq i 
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PQji — "PiiQ^ , leurs valeurs doonées (87) , on aun les deux équations 
du secood degré iju! sulrent : 

.^Sin^Sin^^-^'' jCot.B'Sin.4Co5.* 
-4- (AJIf-/iV)Sio.^Co«.^ 

4->5Sîn./'Sin.(i — y<)Cot.5 Sîo.«lGos.^ 
— /''S'm.ÂSin.O — /<OCoLB'Sîn.^Cos.* 

H-AOSiii.(>— ^ )Got^ Sin.*A 

89. Ici je remarqaerai d'abord qae , tant qull n'y aara qa'un inter- 
valle de cinq \ six jours entre la première et la seconde , de même 
qu'entre la seconde et la troisième observations, la valeur numérique 
des deux ditEérences de produits ASin^— zSinj^ , h^va^ — fSvaJt 
sera au-dessous d'un dix mHiième , et qu'ainû il sera permis de 
supprimer les premiers termes de nos équations , sans erreur sen- 
sible. Divisant alors par Sln.ji , elles seront rabaissées au premier 
degré , et donneront , pour Tang.)l les deux expressions équivalentes 
qui suivent 

_ ASin.tSin-{l^.<*")Cot.g'— tSn.aSiw.cJ'— ^ColJ^-f-AW— tW 
— ang.^— ■ hMS\a.ii—A"^C<a.a>'—it!(^m.ii^jViC(A^ ' 

ASin.ySn.t^'-'^iftCoUB— PSllJ^Sm■(^-^Cotg^fAO— yy 

9o> Eisayon» de donner aux aam^tenn e( aux dënominatean 
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de cea deax fractions la forme connue de binôme, savoir /'Cos.J>—£Sm^. 

Dans cette vue , nous ferons » pour abréger , 

<i=Cos.^ Cot^ , ii'=S\n.A C0I.B , 
*=Cos«<' C0I.B' , *'=SIn.^' Cot.B' , 
e=Cos^"Cot.B" ; i'=S;n.^"Cot.B" . 

m = Sin.('— /<)Cot.BSin.l' — Sin.C — >)Col.B' Sin.< , 
n =Sin.('— ^)Cot.BSin."'-Sjn.f""— ^")Cot.B"Sin.«' , 
o=Sin.(<'— ^')Cot^'S;n.«"-Sin.(<"— ^";CotJ"Sin.i ; 

m'=Sin.(< —A )Cot.B Cos." — Sin.(<' —A' )Cot.B' Cos.< , 
n'=Sin.(' —A )Cot.B Cos.<''— Sin.("'— ^")Cot.B''Cos.< , 
o'=S;n.(<'— ^')C<"-B'Co8.'"— Slo.(l"— ^")Cot.B''Cos.<' . 

qt. £n£n , proposons la dernière notation que la natute du pn>- 
blème exige , et qui parait nécessaire pouT'présenter l'inconnue sous 
la forme la plus simple : savoir , 

D=hm—ta—t'iSia.t+i'tSiiiA , 
S=hm'—ln'—ciSia.l+ilSiaA , 
F—h'tn—dhm , 
G=i'ln'-i-iln—c'lim'—cliin , 

i)'=;So_<'8— o'/iSin./'+i'/'Sln.A , 
jP=Ao>_/V— oiiSinJ'+JCSin.* , 
fi=iVl'n—a'ho , 
G'=4Cb-H'/'»'— «Ao— a'Ao' , 
H<=h'n'—aho' . 

qa. Les deux expressions (89) deviendront alors 
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_, _ DC<M.i—ESai.t 

~ "'^■'~ ICo<.'>-GSm )Coi.H-HSiii.-> ' 

^ D'Cot.i—E'Sin.i 

— Tang.;t= - 



FOa.-t—GiSm.iCot.t+HfSin.-> 
93. Reste donc , pour tronver l'angle inconnu ^ , i égaler ensembTe 
ce» deux fractions qui , par la nature du problème , doivent être 
équivalentes. On aura l'équalion du troisième degré qui suit : 

o=ÇDF'—D'F) 
-(,DG'—D'G+EF'—B'F)T:aitg. f 
■U.DH'—D'H+EG'—E'G )Tang/» 

q4- I'3 tangente de l'angle înconDo f > duquel dépend la déter- 
mination de tous tes autres élémens est donc la racine d'une ëq.uBtion 
assez simple du troisième degré; et la nature du problima nous 
permet de présumer qu'elle est la seule réelle. Kemarquons que 
nous ne nous sommes permis aucune supposition sur la. nature de 
l'orbite, le grand système de la. gravitation universelle nous apprenant 
nniquem^t que c'est ane section conique. En appliquant , daiM 
' chaque cas particulier , ks valeurs numérique» données par les obser- 
vations aux expressions litrërales dé nos' formtrfes , ntius VetronS 
si c'est une parabole, une èUipse o!u bï^ une hyperbole. Sii^Asés 
de l'nnploi ordioaire: et tr^péitîblft. deS' feuess». posittonr „ neôé 
devons remarquer que notre solution , de même que toutes celles 
de l'algèbre élémentaire, conduit directement au but' qu'où s'était 
proposé. £n supposant à la terre un mouvement circulsira et'itH^ 
forme, pendant l'intervalle quLsépare.les observation», nous avons fait 
disparaître de nos formules la ligne a , demi-grand axe de l'orbe 

(*] En ne tuppoaaitt point nullei iMdAiM-diÛrenceaASiiM^Stri.A et ASin^'-fSinJl , 
l'^natioR finale qui donne Tang./ ett beaucoup plu cosipliquëe ; nuit elle m 
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' terrestre ; cette sappositîon ne peut donc influer sur les résullals 
que sous le simple rapport de l'inégalité de nos trois rayons vec 
leurs : ini^galilé insensible pendant l'intervalle de temps que nous 

' avons supposé. Il nous reste donc & enseigner U petite correction 
qu'il faut employer, pour faire coïncider t'orbîle calculée par notre 
méthode avec des observations plus éloignées ; cl ce sera l'objet 
d'un autre mémoire. 

95. Ayant trouvé l'angle ^, on trouvera l'inclinaison de l'orbite* 
ou l'angle H , moyennant l'une ou l'autre des deux formules (92), 
dont l'identité pourra servir d'ailleurs i vérifier le calcul. Connais- 
sant ainsi les deux angles desquels dépend la position de l'orbite , 
rien n'empêchera de procéder à l'évaluatioD numérique des fractions 
P, P'f P" , Qt Qf t Q" , moyennant les formules (85) j on verra 
«1 les trois différences de produiu PQ^—P'Q , P'Q"—F"Qf , 
PC" — ^P"Ç sont entre elles dans la raison des intervalles des temps, 
et si la troisième est égale i la somme des deux autres. Cette 
condîtioD étant remplie , on sera sAr qu'aucune erreur n'a pu se 
glisser dans l'évaluation numérique des formules générales. 

96. Toutefois , rappelons-nous que les formules (85) ne nous 
l'ont pas trouver les quantités /* , P' , P" , Q, ^., Çf' , niais 
les produits — — , — -s. , — i. , ; la fraction — , 

qui désigne le rapport entre les demi-grands axes des deux or- 
bites , étant elle-même une des inconnues du problème. Pour éviter 

toute erreur , nous désignerons par la lettre n , la fraction -7- , et 

nous feroos 

P =«» , Q =nîf , R=nO , 

Comme nous arons déjà employé la lettre R pour d^ngner U 
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ncioe quarrée de P'+Ç', nous désignerons de même pir 'O cells 
de Jlf*-f-JV* ; il en sera de tnéine , lorsque ces lettres seront afiectées 
d'un ou de deux accens. 

97. La position du plan étant dëlerminée , le nombre des U- 
connues sera réduit i sis: savoir « 

Les trois anomalies excentriques *»*''>*'» 

L'excentricité /> , 

L'angle que fait la ligne des 
apsides arec la ligne des nœuds « , 
lie rapport des deux axes n . 
Pour les déterminer > nous aurons les hiût équations qui suireDl 
(1) nM sCoS)Sin./a-4-Cos,iCos.» ^-Sin^Cos^^in.» ; 
(a) nM' =Cos..Sin^+Cos^Co5.»/ — Sin iCos-^inV , 

(3) nJK"=Cos.iSin./t+Cos,»G)s.«"— SiDjG)s./iiSiD.»" ; 

(4) nN =5)n.>$in./«-f'S*">'*^B'" H~Cos.iCos^iu.« , 

(5) niV'=SiniSîn^+Sln^Cos.«'+CosjCo8/.Sin.»' , 

(6) nW"=:sSio^in..«-|-Sin.iCo8V+Co8.iGos.^Siny ; 

(7) (i'_i;^/;^=^_«-(-Sin.,.;SinV— Sin.») , 

(8) (*"—*■ y/^=«/''_-/+.Sio.^(Sio.»"—Sin.-0 . 

Six équations snflîseni pour trouver les inconnues qui nous restent. 
On pourra empliiyer les équations (i , a , 4 1 5 , 7) , en employant 
la première et la seconde observations ; ou bien les équations 
(a , 3 , 5,6. Au f» l'on veut faire usagf de la' seconde et de 
' b troisième. Les doux solutions doivent donner le même résultat,' 
et seivîront à veriQer l'une par l'autre, 

98. En rhnisissant Us deux premières observations qui noas- 
founii^seiit les six quantités connues Jlf, M.' ^ Xf , A', ', *', uau4 
aurons tes cinq équations qui suivent ; . 

Jom. r. 3 
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, n3t =Cos.iSin.^+Co5.tCos.« — Sia.(Co9-/«Sia,> 

iiJtf'=Cos.Sm.,^-CM.iCos.»'— Sm.iCosy.Sin." 
nlf = Sm.iSmjH-S>°'>Cos.s4-Ca>.iC<>s,i.Sin> 
iiiV'=SIn.iSlii.H-Si>>->Cos.>'+C<MXo3j>Siii.*' 
("—')•?=(■'— '>t-S'iiiJ<S"i--'-Si"-) • 
99* LVlimmation de l'angle f nous fournit le moyen de réduire 
ï trois les quatre premières de ce» ëquitions. Nous avons àéji 
observé , dans te précédent mémoire , que 
B—B' on 11(0— O0=2Sin^Sin.»Sin.+ , 
PQ'-P'Q ou i>-(Jfi«'— *'iV)=2Cos,iSin.+{Cos.++«inj.Cos.»), 
BB'—PP'—QQf ou n'lOO'—MX'—NN'):=iCoa.'i-Sm.-* ; 

de mémf que , dans le problème précédent , nous avons employé 
les lettres f et ^ pour désigner la demi-somme et la demi-diiTé- 
rence des deux anomalies excentriques , telleroeot que '^~ f-4-^ , 
et .ssf .— ^. Moyennant cette notation , la dernière équation prendra 
la forme qni suit : 

(•'— ')/»'=="W-3Sin.,Cos.fSin.+ . 

100. Pour présenter nos. quatre équations sous la forme la plus 
simple dont elles peuvent être susceptibles , nous emplolroiu les 
qiutre lettres tf, ^, £, ^, de la manière qui suit: soient 

311=0—0' , 

al=UN'~M'N ; ■ 
it^OO'—XM'-NK' , 

tll« deviendront alors 

n J=Sin,/*Sin.9Sin.^ , 
B"<=Cos.(.Sln.+tCos.+-(-SinjiiCos.») , 
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B £=Cos.ftSin.'</' , 

<?/^=4-f Sin.^Cos.^Sin.'*' . 
lOT. Pour tirer de ces quatre équations les valeurs aunidnques 
de nos quatre inconnues , dans des cas quelconques , et sans aucun 
emploi de moyens approximatifs , il faut employer les fausses po- 
sitions. Ainsi y supposant une valeur quelconque à l'angle f , la 

première ei la troisième équations nous fourniront— :=Tang./iSin.9 ; 

ce qui fera connaître l'excentrlcilë /*. Divisant de même le quanri 
de U troisième par la seconde , on aura 
e» Co8.^S;n.^ 

OU 

iCos.^Sin> — e'CosA-sssc'Sia^Coa.p , 
d'oà l'on tirera facilement l'angle ^, moyennant un nouvel angle, 
tel que Tang.A= j H ; - — , et qui fournira Sin.('^—A)=Sin.^Sio./^os.f. 
On aura ensuite 



et les quatre inconnues étant ainsi supposées connues, on en fera 
l'épreuve sur la quatrième équation ; on aura soîo de noter l'erreur 
qui en sera résultée , et qui conduira à une seconde posilioh plus 
approchante que l'autre. 

102. On pourra cependant se passer de l'emploi des fausses po- 
aitioDS y dans le cas où les observations sont assez rapprochées pour 
que, sans erreur sensible, on puisse faire Sin.*f'=^ , et Cos.V'=:i. 
Nos quatre équations deviendront alors 

II «^ Sin /iSin^Sin.^ , 
A'J=Cos^Sin.'f'(iH-Sin^Cos.f) , 
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n Mri tris-facile, dans cette supposition , d'exprimer les angles^; 
Ç , ^ > ea B , de la manière suivante : 



Sin.*^= 

Cos.*/»= 



a'c+lnb—^if ' 



J(3f — ni) 



et sabstitaaott on aura pour n , qui forme la principale iaconaoe 
du problème , l'expression très-simple qui •uït : 



io3. Celte expression nous fait connaître , anr-Ie-cliamp , les 
trois cas de l'ellipse , de la parabole et de l'hyperbole. Tant qu'on 
aura 2cJ* > {a*-\-c')t , le grand axe de l'orbite sers positif , ce 
qui indique Yellipse. Dans le cas opposé , de 2cd* ^(a*-\-c*^ ^ l'axe, 
devenu nigatif , indiquera Vhfperbole. On recoonaitra la pareholê 
\ ce qu'on aura alors 2£(;^=(a*-t-r*)^. Le cercle se reconnaîtra sur- 
le-champ i l'égalité des trois rayons vecteurs, qui sont proportionnels 
aux radicaux RyR' ^R" ■, ou bien 0,0', &'• On aura , dans ce 
dernier cas, Sm^=o. et Cos.^=i; ce qui donne 

B*i=:Sîn.+Cos.+ , 
n c=Sin.+ , 

^/;n=sin.+ ; 

ce qui fournira, entre les trois quantités h , ff' d^ l'équatioa de 
condition <^=(i»-f<*)£*. 
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io4- S(il»lHaaot , dans les expressions littérales de ^» f , 4., 1» 
Tftleur de n qu'on vient de trouver , et posant, pour abrégera 
tf*-4-r*==/'* , on aura les formules qui aulvent: 



Sin^=£Z^^^, Cos^=^^S!, 



Sin.f=-4^^^^ 



Cos.f=- 



eJ»— »ft 



Sin.+ssî^^^ . 
fi» 

io5. Ayant ainsi trouTë les anomalies excentriqnes « , >' mo^rennurt 

a'^f-4-4' et a;^:p^^ , on passera aux. anomalies Traies f et f' , 

moyennant les équations connuee 

Coa.»Sn^ Coi. « I So.^ 

Sm.c= ■■■ ; Coa.fs? — — : — -z — , 

et par conséquent 

COS^^R.» '<■".'■■ 



OQ Vvea 

Tang.if=BTang.(45'— ^Tang.;» . 

106. Gonnaîisant l'anomalie Traie v* on aura, pour déterminer 
l'angle • que fait la ligne des apsides «toc celle des nœuds , 1«S 
équations suiTaotet , parmi lesquelles on peut clttnsir , 

Cos.ft-l-«^= ^^^* = _£E2îl_ 
^ ' Co»./.Siii.« "~ C(w.»-f&ii./* • 

Sin.(.+,)= -^^ =, ^' . 

107. Reste donc \ déteiminer Je seul angle « qui fixe Vh 
du passage par le périhélie » et qui sera la s«ule inconnue de l'i 
quelconque dés troî« équations 



\ 
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ou (I — ^.—f)^/^^, H-Sin./tSin.« , 

(*'/_,_,) (/;;j-^/_l_Sin.^SîD.«" . 

108. Dans cet exposé , on a pris pour exemple la première et 
la seconde observation , qui ont conduit aux anomalies excentriques 
> et "', et de là aux anomalies vraies f et P'. On pouvait em- 
ployer de même la seconde et la troisième observations , par le 
nioyen desquelles on aurait délerniiné les anomalies excentriques «^ 
et K," , lesquelles auraient conduit ensuite aux anomativs vraies P et ^. 

Les valeurs de l'exceDlricitti ^ , du rapport des deux ix^i — , de 

l'angle «, aussi bien que de l'angle «, qui détermine l'instant du 
passage par le périhélie , doivent être les mêmes , d'après les deux 
procédés, avec une petite difFérence , commune k toutes les mé- 
thodes proposées jusqu'ici , et qui vient de ce que nous avons supposé 
les rayons vecteurs de l'orbite terrestre se'nsiblement égaux , pendant 
rînlervalle qui sépare trois observations •, q'ie de plus nous avons 
supposé les diiFérences angulaires "^-o* , »f' — >' sensiblement égales 
Il leurs sinus respecllfs ; et qu'enfin nous avons supposé hSinJ — /Sin^ 
«t h&\D.l'-'t'S»a^ l'une el l'autre évanouissanles. ^uus nous réseï^ 
Tons d'enseigner , dans lin mémoire suivant , les moyens les plus 
expéditifs que fournit l'analise, pour faire disparaître ce reste d'er- 
reur; et j en ndme temps , itoua essayerons de faire usage d'obser- 
Talions moins rapprochées entre elles. Pfous terminerons le mémoire 
actuel , en appliquant notre méthode à quelque» exemples : et. dam 
cette Tue , nous choisirons la seconde comète que Méchain à découverte 
en j^8t , et qu'il a observée pendant les mois d'oi/ohrâ , de no- 
vembre et de àÈcemhre. Il en a calculé l'orbite , supposée Parabolique / 
d'après la méthode de Laplace } il a trouvé ainsi 
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I^ lien dujtaud aseendant , OM l'angle j>=77.*32'5S^'' , 
Vincîinaison de Torbite , ou l'angle 18=37.® 12' 4" • 
rfous ferons l'tivaluaUoD de ces mêmes angles , d'après notre 
méthode , laquelle nous apprendra , ea même temps , si l'orbite esc 
Parabolique , Elliptique ou bien Hyperbolique* 

109. Des cinq observations de Mécbaia, faîtes ea novembre y nous 
choisirons celles du i4t du 19 et du 35 norembre. Elles sont toutes 
rapportées à la même heure du jour , savoir à 8 heures 39' 44'^* 
temps moyen de Paris : ce qui fournit, pour les aeuf élémens de- 
notre analise , les valeurs angulaires qui suivent : 

Longitudes de la terre, vue du soleil, ou angles *,*'*", 

t =53» 53/ 50^' , ï ( ' ~ ^•'' ^ «4"=i8i94'' , 

»'=57." 5f i" y j donc I /'= 6.* 4' a8"=2i868" , 
o"=64.» 1O2" ; -) I Asii." 7' 4a''=î4oo63" . 

Longitudes gëocentriques de la comète , ou angles A, A' ^A" y 
A =307." 14^5^',) i h ^A =—354." 30' 55" , 

^'=306." 5i' a6" j [ donc { #'— ^'=— a48." 54' aa" , 

liatitades gëocentrîqqes de la compte ■ ou angles S , S' , B" g 

B =55." 17' .^' , 

B/ =;39.» i4' 48" , 

JP'^sag.» SÔ' 43" . 

ito. On en tire la liste des logarithmes qui snivenl. 

Logarithmes des Sin. et Cas* des Içngitud, Géoceai. 

Ijog.SÎD.^ =9,9009333 , Log.Cos.^ =^*7St9;%49 x 

Log.Sin^' =9,9o3i63o , Log.Cos.^' =9,7780233 , 

Log.Sin.^"=9,9o4o889 , Log.Cos«rf"ï^ 763689 . 

Les linas des longitudes sont négatifs. 
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Ziog. iei $in, et Cos. des Long, de la terre , me du soîeU f 

Log^ÎD.' =9,9077605 , Log-Gw* =9.7804949 , 

Log-Sm" =9»928i887 . LogCos-V =9.7248033 , 

Log.Sm.»"= 9,9537546 ; Ug.Coa>'=9,64i4446 • 

Log* des trois différences. Ang, \ , i' ^h et de leur Sin, 

Logj=8,9455o3i » Log-SinJ =58.9449397 . 

Logy=9.o25384o » IiOg.Sîny=9,o2457oo , 

Log^s=9,a883o75 i Log^în^ =9,2855735 . 

11 en résulte 

ASinJ— /Sin^=o,oooofi53 , 
JÏSiay— ^5111^=0,0000907 ; ' . < 

On peut done regarder ces deux différences comme ^Tanouissante». 
tog. des Cot. des trois Lat. Céoc. B . W , B" , et des prod. 

Sin.{ê—A)Cot,B,....i 

tog,Cot.J =9,8406070 , Log.Sin.(# .— ^ )CouB =98241976 ; 

lx.g.Col.B' =0,0878113 , Log.Sîn.(#' — ^ ;CouJ' =0,057^893 , 

Log.Cot.5"=o,338935i , Log.SiD.(#"— -<'0CotB"=o.i875347 • 

Zog. des prod. désignés ;Mn-a,!>,c.a', B'.t'; (90) 

Log.tf=9,62353i9 , Logj»'=9,74i545a , 

Log.i=9,8658345 , Logi'=9,9909733 , 

Log.r=:o,ot52990 ; Log.</=9,i43o34o • 

Les produiu a' , i' , ^ «ont négatifs. 

Toiatrs des quantités m . d , o , m' , n' , o^ «/ A leurs logarithmes» 

m=— 0,3454160 * ïb'=— 0,334947» t 



i=— 0.6285306 , n/ :=— 0,6368338 , 
» sa_o,378tio88 i </=— 0^170086 . 



Ut 
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Logjn=9,&383425 , Logm'=9,53^763 , 
Logji ^9,7983194 , Log n':=9,8o4o363 , 
Log.» =9,4449948 J Log.o'=9,5oio7ii . . 

FûlturnleseoefficicnsD ,E,F,0,H, IV, ÏX, F', C, H'; Jgil 

V= — 0,0259450 , 2y=+o,oo38i55 , 

£:=_o,oi4io56 , £'=+o,oi335i4 , 

'^=+0,0449740 , i»=+o,o3542ii , 

^=-♦-0,0747632 , ^=+0,0059353 ^ 

ifcss+0,0261437 ; fl'=:— 0,0337557 . 

yaUart Rwairit/ues âts produits nécessaires au calcul 3es coe/- 
Jiciens (93) ; 

lU ont ^^Â tous mollipliés par la aeariinie pulssanca da dix, 

DF'=—gigooo , £f'=— 499636 , 

• CF=+I7i598 , je'/'=+553497 • 

CCs— 153991 ; BG'=— 83721 , 

X)'G=+285359 , £'G=+92343o , 

DH'=+6i63i2 , EH'=+3iSoSS , 

B'H=+ 99751 i £«'=+322911 . 

SjJfSrences àe ces produits , serf ara i Viquation finale en f ; 

Bi"—0'£=— 1090598 , £/•'— £'^=— io55ia8 , 

' i)G'+C'G=— 439250 , iSC—£'G=— 1007151 , 

Bfl'-Z>'H=+ 5i659i , EH'—E'H=+ 12177, 

Xom. r. 4 
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Équation JiaaU faisant conneéire t î 

0=1090598 
— i494378Tftng. » 

-4- 490^6oTin^."^ ^ 

+ i2i77Tang.*> . 

la seule racine rëelle de cette ^nation fait coimaitre la tan- 
gente de l'angle » ; il sera ëgal à 91.*" 19' 37" : c'est la longitude 
du nœud. 

De là on passera à rinclinaison de l'orbite ou l'angle /t ; les deux 
formules (92) s'accordent à donner 

ii=i53.»ii' 56^' . 
,80."— ii= 37.<'48' 4" , 

. 112. Mettons il cdté les résultats de la ilithoia de ZJPLA<k, 
pour latjuelle on a employé les observations , beaucoup plus éloi- 
gnées des 9 octobre , 1 7 novembre et 20 décembre , en admettant 
toutefois la supposition peu rigoureuse , et m£me très-pea probable 
du mouvement par^ib^lique. EXie a donné 

j=77.*» aa. 55"', 
iSo."— ;/!=37.' ta' 4" - (*) 



Ç'i Voyw ^rtronomiê àa Biot , a.* ^dk. , tom. tn , sdditîoru , pag. aoa. 
Dans M Comitographie , tom. u , pag. 108 , Pingré , dsprèj Mëduin , avait d<Mii>é 

fc=77 * ay Sa" , 
iSo.*»— |l=:a7.» ly 8" . 
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/ Ii3> Ayant â^lfiiminé ainsi la position de l'orbite, il faudra passer 
\ l'ëTalualion des quantités P, P', P" , Ç, Ç', Q" , toirtea mul* 

tipliées par lo facteur inconilu -- , ou divisëes par n , en faisant 

usa'/e des formules (76). £0 «upprimant ce facteur qui est commun 
\ tous f ou'aUfa ' 

P =0 . 5^93415 , Ç =0 . 89^2916 , 
^'=0 . 3737041 , Ç' =0 . 995i8o3 , 
i*"=:o. i634tog ; ^"=0 . 1060116 î 
d'o& il résulte 

^çr_F/^=o.ai33547 , 
piqit—pnqi-Q , 2495918 , 

pÇ/z—p/zQ =0.46 1441» . 

Le rapport des deux premièrw différences s'ëcarte très-peu du rapport 
des temps ; de plus , la somme des deux premières est- presque 
rigoureusement ^ale à la (rotsiâme dont elle ne diffère que de 0,001 5. 
On a employé ici les valeurs angulaires trouvées (110), déduites des 
obsenralioiis de i4 , 19 et 22 novembre. £q se servant de celles 
des 17, 19 et 22 , on aurait ea 

P Qt — p/ g =0 . o58855o , 
p/Ç//— p//Ç/=o . o883i5o , 
p Ç//_p"Ç/ =0 . 1470238 . 

La différence entre la troisième et la somme des deux autres n'est 
que de o,00oi5. 

ii4. Reste donc à déterminer le rapport n ou —des axes, l'ex- 
centricité /( , l'angle 1 de la ligne des apsides avec celle des oceuds p 



y Google 



28 PROBLÈMES D'ASTRONOMIE, 

et l'instant da passage au përihélie. Je me bornerai ici Aux deux 

premiers. On troure 

30760 

Cette TaUar nëgatîre de a , et consëqUMnment de i , indique ané 
branche hyperholi^ue. Elle explique et justifie la différence entre 
nos résultats et ceux de Laplace , déduits de l'hypothèse parabolique. 
Le cosinus dt! /* deviendra donc imaginaire. Sin.^ sera une quan- 
tité réelle , mais plus grande que l'unité. On tranve en effet 
Log.Sin./t=Ot66o9374 ; donc 

$in^=4 • S8o65a ; 

i+S'm.^=5.58o653 , 

I— Sin.^^3. 58o652 i 
<m aura donc 

Distance périhélie ou ^(i4*Sîd./*)£=:I(048364 » 

Distance aphélie ou —(i-~Sm^)i—i,€3ZQ34 • 

La première , obtenue par la méthode de Laplace ; 

est 0,9609951 i 

DiiFérence avec la ndtre 0*087369 : 

c'est un douzième du demi-graDd axe de l'orbe terrestre> 
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, DIAMiTBES CONJUGUÉS DE L'ELLIPSOÏDE. 19 



GÉOMÉTRIE ANALITIQUE. 

Propriétés des diamètres œnjugués de VeïîipsoXdei 
Par M. Gergonke. 



OoieNT Oy h , c lés trois deml-diamëtres principaux d'on' ellip- 
wïdc , pris pour axe des coordonnées. Soient ensuite {* » y t *) , 
C*'j y" f -sO; C*'''» y"' ''0 '" extrémitét de trois autres demi- 
diamètres que]coni{ues ; on aura 



■ + i:. + -=i 



•+?^+-^=-. 



Zl+LL+^i 



(0 



Si Von vent . en outre , que les noureauz demï-diamitre« soient 
conjugnés'les uns aux autres , il faudra exprimer de plus que le plan 
ungent à l'extrémité de chacun est , à la fois » parallèle à chacun 
des deux autres ; ce qui donnera encore 






(>). 



£n posant , pour abréger , 
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3(! DIAMiTilES CONJUGUÉS 

- 1=^, i=r, l=z, 
-=;sr, ^=1^. -=-2'. 1 (3) 

— =X", ^=Y"i —=Z", 
« # f 

ces Rations deviendront 

X '+r •-{■z ■=■ . 1 X'X"-\-r r''-{-z'Z"=a , 1 
x''+r'^+zi-=i , ( (4) x"x +r''r+z''z =o, ) (s) 
x'"+r"'+z'" = I ; ) Jr ^' +1' r +z z' =o . 1 

Or , il est connu , plr la théorie- de la transformation des coor- 
données dans l'espace (*) , que , lorsqu'on a de telles relations 
entre àaa quantités , ou a aussi entre elles les relations suirantes 

r'+r'"+i'"'=i , (6) 

Z--{-Z'-+Z'" = i ; 

(yzi-Z]P^My'2"—z'r'^'+(r"z—z''ry=i , 1 

(ZX'-XZVMZ'X"-X'Z"-fM2"X—X"Z)-=i , V(7) 

çxr'-rx')'+{r'X"-X'r"'f-HX"r—X"X)'=i -, \ 
xvz''-xzir«+zx'r''-rx'Z"+rz'X"-zr'X"= t. (8) 

£n remettant, dans -ces relations, les valeurs de» symboles qu'elles 



(*) Vo^es entre suIreB le tome i." ia Traité il taleul àîjfirtntiel tt it ealad 
iiOigral de M. Lacroix ; gage 4S0 de la i." édition , et page 5aâ de la a.^ 
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renferment , données par les équations (3) , et chassant les déno~ 
minateurs, il viendra 

r'+r"+r"'=i' , J (9) 
~ (xz'-zx^-+lfz"-zY')-+(ï''z-'"rY=i-c- , 1 

izs^—xz^''^-(zfx"^x'z'^'-{-ii"x—x^'zy=c'a* » ) (10) 

sy'z^^ — sz'y'i-\-zx'y" — yx'z"-\^z*a"^xy'x"=abe . (u) 

Si maintenant on désigne par a' yi' y cf les trois demi-dismètres 
conjugués dont il s'agit, et par ii, ^, y les angles qu'ils forment 
deux à deux respectivement ; U est aisé de voir qu'on aura 

* *+y '-f-J: "=o" , 1 

(f i'— i y')'-t-(r xl—x i')'-K* y— y »')'=«"'"Sin.V,) 
(y/ z/'—xfyirf+iji' x"—x' z'fMx/yi'-f x"f=Vi^Sm.:, ( (i3) 

ay'^" — se'y"-^t^y"—f:^z"-\-yz'x"^zy*:e' 



Comparant alors -la somme des ëqaatîorïs (12) \ la somme des . 
^qu&tions (9) , pais la somme des ëquatîons (i3) \ celle des ëqua- 
tioQs (10) «t enfin l'équation (14) à l'^ualion {11), U viendra 
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3a QUESTIONS PROPOSÉES. 

i'V»Sin.»H-«"«'"S!n.»it+o'»6'»Sir».'y=6'c>+e'«*+«'*" * 
af'h"C*it—Got.*»~-Cta.^fi—Co».'v+a.Co»,mCi>».fiCo».y)=a*6'cK 

Ces relations sont connues (*) ; maïs je ne sache pas qu'on y soit 
parvenu jusqu'ici d'une manière si simple et si directe. 

Le même procédé , qut peut être facilement appliqué i toutes lea 
surfaces du second ordre qui on> un centre , s'applique avec la plus 
grande facilité aux courbes planes du même «rdre. 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Problème d'architecture. 

XJk base et la montée d'une anse de panier 1 2n'\'t centres ^lant 
donnés; construire l'anse de (elle sorte que son périmètre ou que 
l'aire comprise entre elle et sa base soit un maximum ou un minimum î 
11 est entendu que la courlture aux naissances doit être perpeo* 
diculaire sur la base. 

Problèmes de Géométrie. 

I. Trois cercles traces sur un même plan , étant tels que cbacDtt 
d'eux touche les deux autres ; irouTer le rayon du cercle qui passe 
par leurs trois points de contact , en fonction des rayons de ces 
trois cercles ? 

II. Quatre sphères étant leltement situées que chacune d'elles 
touche & la fois les trois autres ; démontrer que leurs points de contact 
deux à deux sont tous six sur une même sphère, et déterminer le 
rayon de celte sphère en fonction des rayons des sphères données? 

C) Voj ez i« page 1 13 du 3.'- volunu de ce recueil. 
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EXPÉRIENCES SUR LA RÉSISTANCE DES BOIS. 33 



MATHÉMATIQUES APPLIQUÉES. 

- ExPÈRiBUCBS sur la Jlexthiîîté , la force et l'élasticité 
des bois , avec des applications aux constructions t 
en général , et spécialement à la construction des 
vaisseaux , 

Faites à l'arsenal de la marine française à Gorcyre en 1811 ; 

Par Ch. DuPiN , capitaine en premier au corps du 
géni^ maritime. 

PREHIEB HÉHOIRE , 

Vcéaeaté à la première classe de l'institut de France , le is 
d'avril i8i3. O 



vj'est en parcourant un arsenal de marine que GalîUe , frappé des 
grands tra-raux qui s'oHraîent à ses regards , conçut l'idée d'appliquer 
les sciences mathématiques à la détermination de la force des bois. 
C'est donc sur nos cbantiers et dans nos ateliers qu'est née l'ap- 
plication du calcul aux traraux des arts. II semble en eUet que 
ce soit là qu'elle ait dû naître ; car , nulle part des oaTrages plus 
importans ne sont exécutés par de plus grands moyens , avec une 
précision plus rigoureuse , et dans un moindre espace de temps. 

(*) Sur le rapport de MM. Catnot , Pronj et Sané rapporteur , ce œtoioirA 
» obtenu l'approbation de la clauc le 19 de juillet l8i3. H doit paraître dan» 
le cihier du journal de l'école poljf loch nique qui est acltje&enent n» preue. 

Tenu Fj n." 11 , 1." août 1814. 5 
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Après que GalîUe eut ouvert ainsi la carrière , elle fut parcourue 
par les savans les plus illustres; dès qu'il y eut un preonier germe 
de théorie danï les arts, la théorie forma des îngi^nicurs. C'est alors 
que la partie expérimentale a fait des progrès plus sensibles, et 
qu'on a remplacé plus généralement l'hypothèse et le système par 
des données fruits de l'expérience , et par des calculs rigoureux fondés 
peulcment sur ces données. 

Sans retracer ici l'histoire des travaux dont nous venons de parler, 
nous nous contenterons de citer la savante préface d'un traité sur 
la résistance des solides, qu'on doit à l'ingénieur Girard qui, lui- 
même , a fait de nombreuses et belles expériences sur la force des bois. 
Jusqu'ici , l'on a cherché principalement à déterminer la résistance 
dont les bois sont susceptibles avant leur rupture , soit en tes rom- 
pant perpendiculairement & leurs fibres , soit en les affaissant sous 
des poids qui agissaient dans le sens même de ces fibres. 

Sans doute , il est nécessaire de connaître ce point extrême, cette 
limite de la force des boîs, afin d'employer toujours des matériaux 
doués d'une force plus grande que tous les efforts auxquels ils 
devront résister, dans les consirucllons et dans les machines où ils 
entreront comme élémens ; mais il faut toujours se tenir assez loin 
de cette limite; et, lorsqu'on veut faire des travaux durables, il 
faut s'en tenir bien plus loin encore ; car le temps diminue inces- 
samment la force des bois , et mille causes concourent à détériorer 
leurs qualités primitives. 

Il est un autre genre de recherches non moins utile , plus utile 
peut-être , et qui cependant me semble avoir été le moins suivi ; 
c'est de déterminer les résistances comparées des bois , lorsqu'on 
les soumet k des forces capables d'atlérer très-peu leur figure, et 
de trouver ,'si je puis m'exprimer ainsi , leur résistance firtuelle. 
Xjorsque nous construisons nos édifices , nos machines , nos vais- 
seaux , nous supposons que les pièces d'une dimension considérable, 
et d'ailleurs peu chargées , conservent la figure qu'un dessin- ri- 
jgoureux leur a doonée : il n'en est rien. Dans la nature , les moindre* 
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forces ont leurs efTels certains , quoique par fois trop petits pour 
tomber sous nos sens ; et souvent ces efFets, insensibles indivïduel- 
JemeDl , s'accumulent au point de produire les résultats les plus 
marqués et les plus graves : nous n'en citerons qu'un seul exemple. 

Le plus grand édifice que nous puissions construire en charpente 
est sans contredit un vaisseau , tel qu'il te faut aujourd'hui pour 
entrer en ligne dans nos escadres. Lorsqu'un vaisseau du premier 
rang est établi sur les chantiers , ses dernières alonges s'élèvent au- 
dessus du faîte des plus hautes maisons. Il doit loger mille hommes 
et au-delà , renfermer leurs vivres pour six mois , et toute l'ar- 
tillerie d'une place forte de seconde classe. Aussi la solidité de sa 
construction répond-elle à l'immensité des objets qu'il doit contenir. 
Nous avons nommé muraUles ses parois en charpente ; et leur 
épaisseur est en elFet au moins égale à celle des murs extérieur» 
de nos maisons ordinaires. Les liaisons , les supports en tous genres 
y sont combinés avec intelligence } le cuivre , le fer y sont pro- 
digués pour maintenir l'ensemble de toutes les parties. Qui douterait 
qu'avec des moyens si puissans et si bien disposés , la forme du 
vaisseau ne se trouvât assurée d'une manière invariable t cependant 
cela n'est pas. A peine est-il lancé sur la mer , que , d'une part l'inégale 
réaction produite dans uo sens par les poids accumulés vers les. 
extrémités , et de l'autre la répulsion de l'eau , concentrée vers le 
milieu , courbent & la fois toute cette grande machine , et font 
former à ses parties des arcs qui , sur une corde de soixante mèti^s , 
ont présenté quelquefois un demi-mètre de âèche , £l au-delà. 

Une telle déformation est énorme sans doute; elle change puis-, 
samment ta stabilité du vaisseau ; elle influe sur toutes ses autres. 
qualiléSï Cependant, si nous voulions savoir quelle serait la flèche 
d'un arc ayant deux mètres de corde, et ayant d'ailleurs la cour-, 
bure que nous venons d'indiquer, nous trouverions que te nouvel 
arc devrait avoir pour flèche moins de deux dixièmes de milUmitres , 
c'est-à-dire, une grandeur presque insensible, sur une longueur au 
moins égale à notre plus haute stature. 
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C'est donc cette altëralîon à peine sensible des boîs que je me 
suis premièrement proposé d'apprécier. C'est leur résistance k tout 
changement d'état , au moment où celte résistance commence k 
iaire sentir ses eiFets, c'est-à-dire, lorsque les corps allèrent infi- 
niment peu leur forme, en veifu des poids qu'ils supportent, que 
j'ai eu en vue d'c^valucr. 

On verra peut-être avec quelque intérêt que les lois et les ano- 
malies observées dans les expériences faites en grand sur la rupture 
des bois, c'cst-à-dirc , au point où leur déformation est la plus 
grande possible, ne sont que la conséquence nécessaire des variations 
extrêmement petites que leurs moindres flexions offrent à l'observateur. 
C'est à peu près ainsi que les fonctions intégrales dérivent des lois 
qui coordonnent les élémcns différentiels de ces mêmes fondions , 
et peuvent en être rigoureusement déduites. 

Je vais maintenant passer au détail de mes expériences. Sur un 
grand établi , j'ai fait fixer deux supports horizontaux et de niveau, 
distants entre eux de deux mètres ; j'ai fait donner la forme d'un 
parallélipipède Jt des morceaux de chêne , de cyprès , de hêtre et 
de sapin ou de pin , seuls bois dont je pouvais disposer. 

Ces paratlélipipèdcs, ayant un peu plus de deux mètres, étaient 
posés tour à tour sur les supports , dont ils mesuraient la plus 
courte distance , en de'passant très-peu de chaque c6ti ; assez seule- 
ment pour que la pièce , en prenant df la courbure , ne se ra- 
courclt pas au point de tomber entre les appuis. 

J'ai chargé ces parallélipîpèdes , que j'appellerai simplement des 
règles , par des poids placés k égale distance entre tes deux supports ; 
alors chaque règle a pris une certaine courbure. 

Premièrement , il est évident que la règle a dû se plier suivant 
une courbe plane verticale. Secondement , la courbe formée par 
chaque arête de la règle est symétrique à droite et k gauche , par ' 
rapport au plan vertical mené par le point milieu où la charge est 
appliquée , et perpendiculairement au plan même de la flexion. 

yoU4 la courba dont nous aroos Toulu détermiaer les élé- 
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mens ; aous avons toujours considéré la face coBcaye de la règle 
pliée. 

Or , dans les nombreuses expériences que nous avons faites , nous 
«rons constamment observé que , quand Us poids sont peu consi- 
dérables , les flèches des arcs formés par la règle plléa sont pro- 
portionnelles à ces poids mêmes. 

Mais , quand les flèches sont très-petites , par rapport i la corde 
constante de plusieurs arcs , la courbure de ces arcs est directement 
proportionnelle aux flèches correspondantes : de là j'ai coAclu ce 
premier théorème , auquel avait déjà conduit la théorie. 

La fiexien des bois produite par des poids très-petits est pro- 
portionnelle à ces poids ; en mesurant cette flexion par la flèche 
de leur arc , c'est-à-dire , par rabaissement eu la descension du 
point, milieu de la règle. 

Donc aussi , lorsqu'une même pièce de bols est chargée entre les 
mêmes appuis par des poids dlfférens , ces poids sont réciproquement i 
proportionnels au rayon de courbure de la règle à son point' mi- 
lieu , et la courbure elle-même est par conséquent proportionnelle 
à CCS poids très-petits. 

Après avoir ainsi déterminé le rapport de la (taxe virtaelle de la 
flexion avec le poids qui produit cette flexion , il convenait de voir si la 
même loi se conserve , en chargeant le corps par des poids plus 
considérables; ou, si elle ne se conserve pas, quelle est l'altération 
que cette loi supporte : c'est ce que j'ai fait , avec beaucoup de 
soin et de patience ^ en employant un douile décimètre de Kin'SCH ,' 
parfaitement gradué. L'habitude de prendre des mesures, que j'û 
depuis long-temps été forcé d'acquérir , me fait assurer que tontM 
celles que j'ai consignées . dans mon travail ne différent par de deux 
dixième» d'un millimètre de leur vraie valeur. Cette quandté, toute 
faible qu'elle est , a paru cependant trop forte encore aux yeux 
d'uD géomètre (*) qui porte dans la physique une précision inconnue 

{*} L'aolaur do l'Attronom» physi^iu. 
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jusqu'ici. Mais observons qu'il est, daus chaque genre de recherches , 
un degr<i d'exactitude qu'il serait aussi impossible que superflu de 
Touloir outre-passer. C'est ainsi qu'il m'aurait fallu des ëbéoistes pour 
polir mes bois , si j'avais voulu , par exemple y que leurs faces 
fussent planes , k moins d'un dcmi-dixïème ou même d'un dixième 
de millimètre près. Observons encore que deux dixièmes de milli- 
mèlre- équivalent à l'ancienne mesure appelée point : telle est la 
limite de mes erreurs* 

J'ai pris les quatre espèces de bois les plus généralement em- 
ployées dans les arts : co sont celles que j'ai déjà nommées. Le 
chêne et le sapîn étaient coupés depuis peut-être vingt-cinq ans; 
puisqu'ils provenaient du vaisseau russe /e Michaël , que j'ai dé- 
moli en 1810 , et qui avait peut-éire alors vingt ans de construction. 
Aussi ces bois sont-ils loin d'avoir la force qui leur appartient. 
Mais , comme il s'agit ici de déterminer les lois qui régissent la 
force~ et l'élasticité des bois , par des rapports généraux et indé- 
pendans de la vigueur absolue des fibres ligneuses , et même indé- 
pendaos da genre et de l'espèce des arbres , on voit que ces Iwis 
étaient aussi propres à remplir notre objet que s'ils eussent été de 
fraîche coupée. A.U reste , le cyprès et le hêtre n'avaient guère plus 
d'un an d'abattage , et leur élasticité nous a présenté les mêmes 
propriétés que les bois que nous venons de dire avoir vingl^cinq 
ans de coupe : ce qui démontre notre assertion jusqu'à révidence« 
On a travaillé quatre parallélipïpèdes ayant , comme nous l'avons 
dit, quelque chose de plus que deux mètres de longueur; on leur 
a donné trois centimètres d'équarrissage ; ensuite on a placé succes- 
sivement chaque règle sur les appuis , et on l'a chargée , sur son 
milieu par 4 kilogrammes , puis par 8 , la, 16,..., jusqu'à 2S 
kilogrammes. A notre travail sont joints des tableaux qui font 
conqaitre i." tes flèches de l'arc pris par les règles ; 2.° les diffé- 
reoces premières de ces flèches. 

En jetant les yeux sur ces tableaux , on voit d'abord que 8 kilo- 
grammes font plier la règle du double seulement de la flexion 
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produite par 4 l^îlogrammes , ce qui nous fait voir qu'au-dessous 
de ces deux charges les dîiTérences secondes deviennent trop petites 
pour être appréciées. Ce résultat concorde avec ceux d'où, nous 
avons déduit le premier théorème. 

Je remarque ensuite que , dans les tableaux de tous les bols , 
du chéiie , du cyprès , du hêtre et du sapin , les dliférences pre- 
mières des. flèches vont toujours en augmentant. 

Elles oJTrenI , il est vrai , quelques légères anomalies ; mais , immë- 
diateœent après une difFërence trop faible , s'en présente une en 
sens contraire qui la surpasse beaucoup plus ; et, comme les erreurs 
ne portent que sur des dixièmes de millimèlres y je ne doute pas 
qu'en employant des bois travaillés avec la dernière perfection , 
et en recourant à des moyens d'observer que je n'avais pas \ ma 
disposition, on n'obtienne des résultats plus exacts, et tels que les 
différences secondes Soient constantes , ou du moins n'éprouvent que 
des variations tout à fait insensibles. 

Ainsi , nous pouvons regarder les différences secondes des dî> 
mensions comme constantes , lorsque les poids qui chargent une 
même pièce croissent par dliFërences premières constantes , et cette 
loi si simple est pourtant tellement concordante avec~ l'expérientM 
que , si nous formons , pour le chêne par exemple , le développement 
régulier des termes qu'elle exprime , les résultats ne différeront 
jamais des observations de quatre dixièmes de millimètre ; et ta flexion 
totale à laquelle nous arriverons est cependant de 4o6 de ces dixièmes. 
Il est facile d'expliquer cette légère anomalie. 

La règle , en se courbant, forme un arc plus long que sa corde; 
il faut donc , lorsqu'elle se plie , qu'elle glisse plus ou moins sur 
ses appuis. Mais ces appuis étaient de «inples arêtes en bois » tra- 
vaillé proprement , à la vérité , mais sans beaucoup d'aft ; lés 
alongemens ont dû se faire., non d'une manière continue , mais 
par de petits ressauts plus ou moins sensibles. Qu'on se rappelle 
toujours que nous étions dans un pays où tout manquait , jusqu'à 
des balances assez précises pour pousser l'exactitude au-delà de* 
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dix millièmes i si mfime elles y arrÎTaïent , et l'on verra qn'aaeâhe 
des petites différences de l'observation et du calcul n'est au-deU 
de la limite totale de la justesse des opérations. 

Nous avons voulu voir easuite le résultat des mêmes formules 
pour la charge , très-consïdérable , de 80 kilogrammes. En com- 
parant nos résultats avec ceux obtenus pour une charge de 4 kilo- 
grammes seulement , noua avons reconnu que , proportion gardée , 
le cyprès a le moins de flèche sous la grande charge , ensuite le 
chêne , puis le sapin , enfin le hêtre. 

De \k nous tirerons cette conséquence remarquable ; Quand même 
ia résistance virtuelle dune - espèce de bois serait très-forte j si 
les différentes secondes étaient considérahles pour cette espèce , avec 
une charge assez grande , ce bois finirait par plier plus ^ue celui 
iune autre espèce , dont la résistance virtuelle à la flexion serait 
tependant plus petite. 

On aait qne le hêtre est éminemment élastique ; la tourneur en 
fait l'arc qui sert de régulateur i son tour. Dans la marine , les 
meilleurs avirons , ceux qui supportent sans se rompre les eiForts 
Jes plus grands , les chocs les plus brusques , sont tes' avirons de 
hêtre. C'est que les diiférences secondes pour le hêtre éunt consi- 
dérables , cette grande flexion dont le hêtre est susceptible , avec 
des charges données . lui permet de céder & des chocs brusques , 
et le rend peu cassant. 

Remarquons , au contraire , que le cyprès , peu flexible et tri»- 
cassant , a ses différences secondes presque insensibles : elles ne sont 
pas le tiers de celles du hêtre. 

J'ai déterminé les pesanteurs spécifiques des quatre espèces de hois 
soumises aux expériences précédentes , l'ordre de ces pesanteurs est 
aussi celui des résistances à la flexion. 

De M résulte cette conséquence importante : De deux vaisseaux 
dont la churpente sera d'égal volume , celui construit avec le bois 
le plus pesant prendra moins d^art ou de courbure ^ fuecelui construit 

syef 
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'ûpec h hois le plus léger. Car , toutes choses «égales d'aiïleurs , l'arc 
des Taisseaux est proportionnel & la flexibilité Tirttielle. 

Ainsi , les yaisseaux de la Baltique et de la Hollande doiyent 
prendre plus d'arc que ceux de la Méditerranée.. 

Mais , d'après les niémes calculs , De deux paisseaux dont la 
tkarpenfe a le mime poids , et qui sont construits en hois diffé- 
rens , le vaisseau construit avec le bots le plus léger sera celui 
dont Tare sera le moins considérable j et qui consé^uemment pré- 
sentera la plus grande solidité. 

Le célèbre Don G. Juan parait avoir entreva cette Tëritë , puîsqu'U 
voudrait que l'on construisit les vaisseaux avec les plus légers des 
bois , les bois résineux , et non plus avec le chêne. 

Au reste , toutes les expériences précédentes , en oiTrant les élëmens 
de la résistance virtuelle , donneront les moyens de calculer et par 
là d'obtenir des résultats comparables , sans en venir aux expériences 
coûteuses de la rupture des pièces. Par ce moyen , oo connaîtra 
mieux les qualités des bois qui conviennent aux divers travaux des 
arts en général, et sur-tout des constructions navales; et on pourra 
fixer les dimensions des pièces de chaque navire d'uiM manière moins 
arbitraire. Ces opérations, plus éclairées , cmiduiront \ des résuUab 
avantageux. 

Dans le port où je dois me rendre incessamment > j'espère ponvo^ 
déterminer le» élémens des forcés virtoeltes des bois , mesurés sur 
des pièces parfaitement saines, et non plus sur des bois usé», tels 
que ceux dont je pouvais disposer à Corcyre. Si la classe prend 
quelque intérêt \ ces recherches , j'aurai l'honneur de Iih en com- 
muniquer les résultats. 

Les ingénieurs, de la ntarine agitent en ce moment «ne qnestron 
importante. On sait qu'a4itrek>is la miture de nos vaisseaux était 
faite avec des sapins, ou plutôt des pins do nord, parce que les 
rares qualités de ces bois leS' font rechercher de toutes les nations. 
X)epuis long-temps les approvisionnemens de ce genre que possédaient 
nos arsenaux sont t^isé» ou du- moins- tellement appauvris- qik'il 
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faut recourir ^ d'autres bols. On a proposé les sapias de la Toscaiiq 
et les pins de la Corse. On a cru trouver en eux plus d'avantagé 
que dans les anciens bois du nord , dont nous pouvons disposer 
encore ; et cela est vrai. Mats en ont-ils plus que les boîs du nord 
dans leur fraîcheur ? voilà ce qui n'est point encore décidé. 

Ensuite , il ne suflit pas de considérer la résistance à la rupture; 
la résistance à la flexion est aussi d'une considération très- Importante. 
Cùt la flexion des mâts ne s'opérant que par l'alongcmeot des 
cordages qui les soutiennent ; de deux m^\s qui casseraient soiis le 
môme eiTort , celui qui plie le plus exige .tin plus grand alongc- 
inont dans les cordages et par conséquent un plus grand effort de 
la part du vent. Donc aussi la force des cordages doit être dans 
une relation nécessaire avec la résistance que les mâts opposent à 
toute flexion. 

Dans tous les cas , ïl faut déterminer les dimensions des mâtures 
suivant la nature des bois qu'on emploie , et l'on voit que les données 
dont nous avons parlé jusqu'ici, sont propres à répandre quelque jour 
. sur ce beau problème. 

Après avoir multiplié les expériences sur les pièces d'une seub 
et même forme,' nous en avons considéré qui avaient des épaisseurs 
et des largeurs différentes , et nous sommes parvenus '* ce résultat 
constant : 

La résistance è la flexion est proportionnelle aux cuhes des 
épaisseurs. Nous avons essayé de démontrer par la théorie cette vérité 
d'expérience. 

- Lorsqu'on plie un parai lélipipède de boi^ , les flbres intérieures 
sont comprimées, et les fibres extérieures sont alongées ; de manièr« 
qu'il se trouve une fibre intermédiaire d'une longueur invariable ; 
et cette flbre est toujours la même , quelque courbure qu'on donne 
au parai lélipipède. 

Pour démontrer l'eiTet de l'aloogement ou du raccourcissement 
des fibres , Duhamel imagina l'expérience la plus ingénieuse. Il scia 
par le milieu, .et<perpenâiculaireraent i ht direction des fibres, le» 
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tnîs qdarls 'd& l'épaisseur de la pièce, puis il enfonça dans le trait 
de la scie un coin fort minCe, et d'un boïs encore plu& dur que 
le cfaâne. La pièce dtanf ensuite soutenue par les deux, bouts , et 
ii face où était le trait de scie ëlani en dessus , on chargea cette 
pièce par des poids; or, quoiqu'elle fût sciée aux trois quarts, un 
X[uart seul des fibres put résister par son extension ; de manière 
que la pièce ,avait conservé toute sa force. Lorsque le Irait ^e seîe 
•était moins avancé, la force éiait plus grande ; elle était plus petite 
-dans le cas contraire. Lorsqu'on aura déterminé par l'expérience la 
posilion précise de la fibre invariable , on voit , par ce que nous venaifs 
-de dire , que rien ne sera plus facile que d'en conclure le rapport 
des forces nécessaires pour produire UD alongement ou un raccour— ' 
cissemenc déterminé des fibres d'une même pièce de bois : les ex- 
périences qui devront servir de base à ce calcul , oHrenl & faire 
une des plus belles recherches que puissent présenter les questions 
relatives à la force des bois.. 

Après avoir chargé les pièces par des poids uniques ^ je les. ai 
chargées par des poïds uniformément répartis sur toute leur longueur; 
«t j'ai trouvé que, pour le même poids accumulé au milieu d'une 
pièce , ou réparti uniformément sur toute son étendue , les flèches 
oti descensiôns sont entre elles comme dix-neuf est à trente ; et ce 
rapport se conserve le même , soit pour les bois d'une espèce diffé' 
rente y. soit pour les bois de différentes dimensions. 

Si donc on prend le poids d''unc pièce prismatique pour unité ,, 
en doublant les trente dix-neuvièmes de la flèche qu'elle prend» 
lorsqu'on la soutient horizontalement par les deux bouts , on a la 
flèche qu'elle prendra lorsqu'^on ta chargera d'un poids égal au sien, 
mais accumulé au milieu. Ce principe donne un moyen simple de 
peser, sans balances, les bois très-lourds et très-longs ^ pourvw' 
que leur épaisseur soit constante. 

On voit, par ce que nous venons de drre f. que rfen ne sera plus facile* 
que de considérer un poids unTque chargeant une pièce par son millew 
comme un poids- uniformémenC réparti le long de cette pièce» et 
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réciproqaement : considéra lion d'une fréquente utilité dans lès arEsr 

J'ai détermine enfin la flexion, des pièces en fonction de la distance 
des appuis, et j'ai été conduit à ce résultat : Deux pièces d'égal 
iquarrissage se plient ■ suivent des arcs dont les fièches sont pro- 
portionnelles aux crises des distances des appuis. 

Rappcipns-nous d'ailleurs qu'entre les mêmes appuis, les flèches 
sont réciproquement comme les cubes des épaisseurs. 

En combinant ces deux principes avec cet autre que« pour des 
flexions peu considérables , les flèches sont directement proportion- 
nelles aux charges , .on arrive & ce résultat singulier : 

Deux pièces de boîs étant semblables , c'est-à-dire , ayant leurs 
dimensions homologues proportionnelles, et étant d'ailleurs supposées de 
la même espèce ; en .les soutenant par leurs extrémités , les flèches 
des arcs qu'elles prendront , en Tertu de leur propre poids , seront 
directement proportionnelles aux .quarrés des longueurs des pièces ; 
et par conséquent , quelle ^ue soit la grandeur absolue de ces 
pièces , elles prendront toutes -un seul et même rayon de courbure. 
La même chose aurait encore lieu , si l'on chargeait les pièces par 
des poids accumulés oii répartis , mais proportionnels au poids même 
de ces pièces. 

Ce résultat parait être de nature \ s'appliquer souvcot dans les 
constructions ; car les édifices de même nature ont ordinairement 
tous leurs élémens proportionnels. Si donc nous voulons comparer 
deux vaissCauic semblablement construits , avec les mêmes matériaux, 
dont les dimensions partielles soient ainsi proportionnelles Ik celles 
même de ces vaisseaux , nous en conclurons que tare des vais- 
seaux , toutes choses égales d'ailleurs , doit avoir un seul et même 
rayon de courbure , quelle que soit leur grandeur absolue, 

-On doit maintenant voir clairement pourquoi les grands vaisseaux, 
indépendamment de toute autre cause , ont proportionnellement 
beaucoup plus d'arcs que les petits navires: c'est que la flèche de 
ecs arcs suit la loi des quarrés des dimensions principales du navire. 
Ainsi t dans le cas que nous arous déjà cité d'un navife de soixante 
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mitre» qui prendrait an demi-mètre d'arc , un pérît navire d'un roktrti 
de long , et semblable au premier , ne prendrait pour flèche de son 
arc qu'ion trois mille six cenlièmes de demt-mèlre , au lîeo d'un 
soixantième , simple rapport des longueurs. 

Jusqu'ici nous n'avons que la flèche de la courbe donnée par h 
flexion des bois , et la corde de cette courbe ou la distance des 
appuis. Après avoir attentivement examina la forme oflerte par cett« 
courbe, et l'avoir rapportée , par la penaëe , aux formes qui me 
sont le pliis familières , j'ai jugé qu'elle devait tris -peu diiFérec 
d'une hyperbole ; je Vaî supposée telle , et voici comment j'ai litiM 
cette hypothèse. 

J'ai pris une règle de sapin , dont la loi^oear excédait un peo 
deux mètres, et dont les autres dimensions étaient o"*,i et o^iOi j 
Je l'ai placée sur mes deux appuis , toujours éloignés de deux 
mètres l'un de l'autre ; je l'ai fait courber, en chargeant ion milieu , 
de manière k présenter une flèche de treize centimètres. Cette cour- 
bure est (rès-considérabU ; et j'ai voulu qu'elle fÙt telle , pour 
mieux observer les anomalies qui pourraient se présenter dans lea 
relations hypothétiques que je cherchais ■& confirmer ou i détruire. 
Une ligne droite horizontale , servant de corde Ji cet arc, et ayant par 
conséquent deux mètres m'a servi d'axe des aB«cisset. Je l'ai di- 
visée en vingt parties égales. Par chaque potnt de division , j'ai 
tracé une ordonnée verticale qui allait -jusqii'à la cèurbe ; j'ai donc 
pu déterminer ainsi vingt-un points de cette courW* J'avais poqr 
plan de projection une planche parfaitement aplaniç , ^ue j'appliquai 
verticalement le long de la règle pliée , et sur laquei^ |'ai tracé 
' la courbe, fia corde et ses coordonnées. Ensuite j'ai relevé , -an^: 
tout le soin possible , les abscisses et les ordonnées de cette courbe; 
et , pour balancer les erreurs , je prenais la demi-somme des or-' 
donpiées symétriques' , .ï droite et à gauche du milieu. 

Pour déj£rmijier mon hyperbole comparative , j'ai conçu une ligné 
de ce genre , dont l'axe réel serait vertical , et dirigé suivant la 
flèche de. l'arc éb&tiqae î cette ti^ie d'ailleurs passant par les ciof 
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|n)iht5 «uWans : i.* le poînl milieu de l'arc ; a.* et 3.^ les deox 
points d'appui ; 4-'* et ^''' ^^* deux points qui correspondent aa 
inilieo de chaque demi-corde, i droite et h gauche de la flèche; 
de manière que les cinq abscisses de ces points étaient : — i"; — o,5t 
6;+o,5î+<'". A l'aide de ces données, rien n'est plus facile 
qiie de trouver l'hyperbole comparatrîce; son équation se présente sou» 
une forme extrêmement simple. 

- Eii rapprochant l'byperbole coinparntnce et la courbe- iSlastique pro- 
duite par la règle pliée , nous nous sommes assuiés que, pour les 
mêmes absbîsses , les plus grandes difFûrcnces des ordonnées des 
deux courbes ne s'élèvent pas. à sept dixièmes de millimètre. 

Datu ces différences , il faut toujours comprendre deux dixièmes 
de millimétré pour les erreurs qui ont pu erre commises , en me- 
surant à vue d'œîl les dixièmes de millimètre; l'on concevra alors 
qne, sur uAe étendue de deux mille millimètres, et pour une cour- 
liure de i3o millimètres , ne pas trouver sept dixièmes de milli- 
mètre pour lés plus grandes diiTérences , c'est une identité qu'il est 
rare de rencontrer, même dans les résultats que la théorie démontre 
devoir èlre tes mêmes. Nous pouvons donc conclure premièrement 
que, quelle que soit la courbe élastique produite par la flexion 
-iti bois entre deux points d'appui ^ il est permis de la confondre 
avec l'hyperbole, sans crainte d'erreurs appréciables dans la pratique, 
même- dans les calculs oà les approximations seraient poussées 
assez loin. 

Faisons vmr maintenant pour quelle raison la courbe élastique 
approche si fort de se confondre avec riiyperbole> I.orsqu'unc règle 
est pliée sur deux points d'appui, le long desquels elle peut glisser 
pour se mettre en équilibre avec les poids qui la chargent , il faut 
-qaa l'effort produit au point d'appui par la tendance au redres- 
sement de la pièce soit nul ou, ce quî revient au même, il faot 
'qu'en ce point \a courbure de la règle soit nulle, et par conséquent 
te' rayoïï de courbure infini. 

C'est parce que , dans l'hyperbole , les rayons de courbure- s'ac* 
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xrois^ent suivant une loi très-rnpide, en s'ëloignant du sompi;;), 
,^u« l'iiyperbole se trouve encore si voisine de la courbe plastique ^ 
même & des dislances assez grandes de ce sQmmet. ; 

Mais comme y ï une distance finie di^ sonimet, le rayon de .CQur)i.u{e 
.de l'hyperbole ne devient pas infini ; on voit que , vers les appuis , la 
courbe élastique , ayant moins de courbure que l'hyperbole, Igî 
,sert de corde et passe au-dessus. Donc auprès de ces appuis ( çt 
intérieurement ) les abscisses de l'hyperbole doivent élre le^ plus.pelilea. 
C'est prëcist^ntcnt à cela qu'il faut attribuer les différences .dont le 
maximum est, comme nous l'avpns dit plus haut , inféneur.à sept 
lâixiimes de millimèlre. 

Je ne me suis pas borne ^ l'examen de la courbe prodi^ite pÀT 
Ja fluxion d'une seule règle ; j'ai plié successivement d'autfes règles 
en sapin , en chêne ^ en hêtre ; j'ai constamment trouvé Iqb .difT^r 
rences de l'hyperbole comparatrice i la courbe réelle fOoindriSA qyj9 
sept dixièmes d« millîmitrc. 

Je dois faire remarquer un fait d'expëiience Traiment ùn^uliec. 
S^, au lieu démettre k charge i ëgale .di^lwce des appuis, on b 
rapproche de l'un d'eux d'une quantité peU' considérable , la .cottrbe 
élastique n'est plus symétrique par rapport ^ la vertioile jétpiidUtanta 
des deux appuis. Néanmoins , cette courbe se <;onfoQi] eqco^e ^ \rh9* 
peu près avec une hyperbole -, mais cette fayperbple ^ au lieu d'avoir 
un axe vertical «t l'autre horizontal , se trouve rappprt^ie ^ devx 
diamètres conjugués dont l'un est horizontal et Taçt^ ,obliqtiB à 
l'horison. 

Il est visible en effet que , dans cette hypQlh^e , les tensions 
de la règle y en chaque point d'appui , ne doivent pas cesser, d'étra 
nulles ; les rayons de courbure doivent donc encore être ii)fipis ea 
ces points de la règle ; et la courbe , cessant d'être symétrique avec 
la verticale , ne peut plus correspondre qu'à un ^rc d!bypQrbole 
dont aucun axe ne soit vertical. Lorsqu'on suppose les abscisses. 
Iforizonlales., les ordonnées conjuguées ne peuvent d<tnc plus ..être 
verticales ; maïs ces ordonnées appartiennent toujours ii on ^^stènie 
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de diamètres conjugués, et toÎI^ ce que nous voulions faire remarqaer. 
Après avoir considiiré la courbe produite par une flexion unique , 
j'ai cherché k comparer les courbes qui résultent de Bexions dif- 
férentes. Ici 8e présente une nouvelle série d'expériences , plus dé- 
licates 'peut-être que tes piécëdentes, et dont j'exposerais la marche 
si je n'avais pas déjà dépassé les bornes que cette analise doit avoir. 
Je mè contenterai de dire qu'après avoir déterminé une courbe simple » - 
ayant avec la véritable élastique un contact très-intime , j'ai suppos<$ 
leurs rayons de courbure identiques au point qui leur est commun. 
Mais , on a de suite ce rayon au sommet de l'hyperbole ; on a 
donc aussi le masimum de courbure de l'élastique pour une flèche 
donoée. 

Je passe enfin \ rexplication de la rupture des bois. Xobserv* 
que les bois homogènes doivent rompre au point où leurs fibres 
atteignent un certain degré constant d'alongement ou de raccour- 
cissement. Cette condition combinée avec les principes exposés pré- 
eédemment sur la flexion des bois , me conduit à retrouver et ii 
démontrer les 'diverses lois connues sur leur rupture. 

Je viens de donner une idée de la première partie de mes re- 
cherches ï l'autre est encore trop incomplète pour être présentée 1 
la classe. Je me sais occupé , dans celte seconde partie , de la 
flexion des bols , lorsqu'on les plie sur des surfaces données. On 
sait que c'est en pliant ainsi les bois que nous recouvrons par des 
Cordages, i l'extérieur, et par des maigres, à l'intérieur , tonte 
-la membrure de nos vaisseaux, 

Dans tes ports du nord de l'Europe on chauffe les hordages ; 
en les mettant dans des étuves ; j'ai cherché à voir quelles alté- 
rations ce procédé produit sur la force des bois. 

Je 'm£ suis ensuite occupé de ce que nous appelons des assem- 
Blages : ce sont les formes diverses par lesquelles nous joignons une 
pièce de bois À une autre. Je me suis proposé de déterminer la 
Carre de ces assemblages , en appréciait soigneusem«tt tout ce qui 
peut contribuer & leur Iwnté-. 

Enfin ; 
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Enfin , je me suis occupé de la torsion des bois. D^ que ces 
élémens des machines sont sollicités par des forces qui ne concourent 
pas au même point , il y a tendance & la torsion ; et , comme toute 
force' produit son effet , ïl y a rëellemeot torsion. C'est ainsi que 
des efioris trop puissans brisent les ailtrea des pressoirs et des moulins. 
Je me suis donc proposé de déterminer les forces de torsion , en 
. fonction du diamètre des bois , de leur longueur et du temps , qui 
entre ici comme un élément d'une puissance extraordinaire. 

Si l'institut Toit ces recherches avec quelque intérêt , et pense 
que leur continuation puisse être utile , je m'appliquerai ^ les com- 
pléter', et j'aurai l'honneur de sonmettre au jugement de la classe 
ce que de .nottrel^es obsenratloos m'auront appris. 



GEOMETRIE DES COURBES. 

Description des sections coniques , par les intersections 
continuelles de leurs tangentes ; 

Far M. Gergonhe. 



JJans le X.* cahier du Journal de ticoîe polftec^iipie ( page 49 )' ^ 
M. de Prony a déduit de la théorie des Solutions particulières , un 
mode de description des sections coniques- , par les intersections 
continuelle» de leurs tangentes , qui est fort simple et foFl 
commode , et très - propre conséquem'ment à faciliter le tracé 
des, épures des voiles. Je suis panrena au même résultat, par" dea. 
Tom. K 1 
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consîdfïrations tout à fait élémentaires, en cherchant à rtfsoudre le 
prohlème suivant. 

PROBLÈME. Étant àonnès les èlémens qui déterminent une 
section conique , lui mener une tangente parallèle à une droite donnée ? 

Solution commune à Veliipse et à l'hyperbole. Soient C le centre , 
Â et B les sonmiets , et F , G les loyers d'une ellipse ( fig. i ) 
ou d'une hyperbuïc (fig. 2). De l'uo (quelconque F dos foyers, 
soit menée une pcrpemliculaîre FP à la droite b bquelle on veut 
que la langnntc rhcrchue soit parallèle ; de l'autre foyer G pris 
pour centre, et avec un r^yon c^al au premier axe AB ^ soit décrit 
un arc coupant ï'P en P , et soit menée GP ; enfin soit menée à 
FP par son milieu N une perpendiculaire NM , rencontrant GP en 
M -, cette droite NM sera la tangente cherchée , et le point M sera 
celui où elle touche la courbe. 

Pour le démontrer , soît menée MF , on aura , par construction , 
MF = MP ; on aura donc MG+MF { fig. i ) et MG-MF ( fig. 2 ) 
= MG+MP ( fig. I ) et =MG— MP ( fig. 2 ) =GP=AB; ce qui 
prouve déjà que le point M appartient à la courbe. En second lieu , 
la droite MN , faisant des angles égaux avec les droites GP et MF » 
est tangente au point M. Enfin, NM étant perpendiculaire à FP , qui 
est elle-même perpendiculaire ï la droite donnée , sera cooséquemment 
parallèle à cette droite. 

Solution pour la parabole. Soient FH ( fig. 3 )" la direction de 
l'axe, F le foyer et HP la directrice .de la courbe. Par le foyer F 
5oït menée à la droite donnée à laquelle on demande que ta tengente 
soit parallèle une perpendiculaire FP^ coupant la directrice en P; 
soit menée à cette droite FP , par son mllldu N , une perpendicu- 
laire NM coupant en M la parallèle PM menée à l'axe par le point 
F / alors IVM sera la tangente cherchée , et le point M sera celui 
où elle sera touchée par la courbe. 

Si en efTet on mène MF, on aura, par construction, MF=MP; 
ce qui prouve déjji que le point M apparfieat à U courbe. En second 
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lieu , l'ëgalhé des angles WMP , WMF prouve que la droite KM 
est une tangente en M. EnHn NM étant perpendiculaire à FF , 
qui est elle-même perpendiculaire h la droite donnée , sera censé- 
quemment parallèle à celte droite. , 

Si l'on conçoit présentement que la droite donnée y it laquelle la 
tangente demandée doit être parallèle , varie de direction , par degré* 
insensibles , k cause que GP ( Bg. 1,3) doit être oonslamment 
égal à AB , le point P ne sortira point d'une circonférence KPH 
ayant G pour centre et un rayon égal à AB ; en ronséquence , le 
milieu TU de FP ne sortira point d'une autre circonférence ayant 
AB pour diamètre ; ainsi en menant de tous les points P de la 
circonférence HPK des droite» PF , PG aux deui foy«rs F , G , 
et en élevant aux droites PF , par les points N oii elles sont coupées 
par la circonférence ArtB , des perpendiculaires INP terminées en M 
aux droites PG , ces perpendiculaires seront des tangentes à la courbe ^ 
et les points M seront ceux où elles la toucheront. 

Quant à la parabole , on voit que sî , par le foyer F , ( fig. 3 ) 
on mène une suite de droites FP, terminées en F à la directrice; 
et que , par les points N où ces droites coupent la tangente ATH 
au sommet A , on leur élève des perpendiculaires NM y terminées 
en M par leur rencontre avec les parallèles II l'axe menées par 
les points P; ces perpendiculaires seront des tangentes à la courbe» 
et les points M seront ceux où elles la toucheront. 

Donc , Si fan des tâiés d'un équerre passe constamment par 
tun des foyers d'une section conique , et que son sommet parcourt 
la circonférence décrite sur le premier axe comme diamètre , s'il 
s'agit de l'ellipse ou de l'hyperbole, ou une tangente au sommet ^ 
s'il s'agit de la parabole , t autre côté de Tèquerre sera constam- 
ment tangent à la courbe* C'est en cela que consiste le théorème 
de M. de Frony. 
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QUESTIONS RÉSOLUES. 

démonstrations du dernier des deux théorèmes énoncés 
à la page 296 du quatrième volume de ce recueil. 



Mi NONCE. Dans toute ligne du second ordre ^uî a un centre ; 
si Von mène deux tangentes parallèles à une même droite fixe 
^uelcon^ue , et une troisième tangente portable ; le produit des seg- 
mens des deux premières tangentes compris depuis leurs points de 
contact jusqu'à la troisième , sera une quantité constante. (*) 

Démonstration analitique ; 

Far M. Bérard , principal et professeur de mathématigoes 
du collège de Briançon , membre de plusieurs sociétés 
savantes. 

Les potnb de contact des deux tangentes parallèles entre elles 
étant les extrémités d'un diamètre, nous prendrons ce diamètre, que 



(*) Dans b Tkiorie âet Jonetioni analitiques , pa^ i34 de la première ^- 
tîon et 1S7 de U deuxième , Lagrange a démontré que, non Mulement cette 
propriété appartenait aux aectiona conîquei ; nuii que de plua elle n'appartenait 
qu'il eUet Mules. Mais m dëmontiratien aort du cercle dea élémeoi. 
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nous appellerons 2a , pour axe des x , et son conjugué 3J pour 
axe des jr. 

Si alors j^ , yf sont les cordonnëes du point de contact de i« 
troisième tangente , nous aurons 

i'«"iay*=«»i» ; (i) 

et l'ëquation de cette tro'isième tangente sera 

h'xs''^a*yy'ssM*i^ ; (a) 

On en déduira la longueur des segmens que cette tangente d^ter- 
mine sur les deux premières , en y faisant successivement se^a et 
x^—a^ et en prenant les râleurs correspondantes de y, ce qui 
donnera 

le produit de ces deux segmens sera donc 

«y» ' 

quantité qui, en vertu de l'ëquation (i)>M T^nit \ '^*\ c*est-&- 
dire j le quarrë de la ih<ntié du conjugué du diamètre qui 
joint les points de contact dea tangentes parallilea. 

Dèmxmstratîon géométrique ; 

Far M. Bbuhchon , capitaiœ d'artillerie.- 

Soient ( fig. 4 1 ^ ) G le centre de la coorbe , AB on diamifitt 
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quelconque , DC son tlemi-conjugu^ , ÀM et BN des tangentes aux ex- 
trémités de ce premier diamètre , M , N le» points où elles sont 
coupées par une troisième tangente variable quelconque MN. Il 
s'agit d'établir que AMxBN est une quantité constante. 

Pour cela , soit menée PQ , tangente parallèle à AB ( fig. 4 ) 
et asymptote ( fig. 5 ) , coupant en P et Q tes prolongcmens de 
MA.NB. 

Par une propriété connue do quadrilatère circonscrit aux sections 
coniques (') , les directions des diagonales PN et QM du quadri- 
latère MNQP doivent concourir en quelque point S de la direction 
du diamètre AB qui joint les deux points de contact opposés i d'après 
^uoi les parallèles MP et r^Q donneront 

SB : SA : : BQ ; AM , 
SA : SB : : AP : BIf s 
donc 

AMxBN=APxBQ ; 
maïs on • 

. APs=BQ=CD ; 
donc 

AMxB]V==tS' . 



(*) Yoyes , entra aotrea > U page 167 du troûîime Toluiae ie ce recueiU 
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Solution du problème ^ dynamique proposé à. la 
page 320 du 4-'' volume de ce recueil ; 



Par M. DuBUAT , professeur à îécole de rartiUerie et 
du géaie. 

ÉNONCÉ. Le point de suspension d'an pendule simple , à 
Tétat de repos , étant subitement enlratni , d'un moupement rtc- 
iiligne et uniforme , avec une vitesse connue , /* long dune droite 
horizontale^ on propose ^assigner la nature de la trajectoire dé- 
crite par l'extrémité inférieure de ce pendule , ainsi que toutes les 
autres circonstance- du moupement; en faisant toutefois abstraction 
de la résistance du milieu ? 

Solution. Prenons le point d^ suspension ia peDdul* i l'état de 
repos pour origine des coordonnées rectangulaires , et la droite par- 
courue par ce point pour axe des x ; si nous prenons pour unité 
la longueur du pendule , et que nous supposons qa'& l'époque t 
l'abscisse de son point de suspension est s' , et les coordonnées de 
son extrémité inférieure s, y, nous aurons les équations de condition 

(j;— j;/)»_|-y»=I , (i) x^^it J (2) 

b désignant la yitesse constante du point de suspenstonr 

Si , de plus f nous prenons la masse de ce pendule pour nnîté , 
et que nous désignons par t* la tension inconnue 'de sa Teree, et 
par g la gravité , le» équations du mouvement seront 
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— =K*-^'). (3) ^=»'-^= M 



Soient JT — x^=:Sia.4p , y=Cos4f î on aura , cd substitunt c( 
ayant égard & l'^gnation (2) ^ 

'4jj5Co».4*— ler — jSm.4f=>Sm.4f ; (5) 

— 4^Sia.4*— 16 ( ^ yCos.4f =^OM.4f-tf î (6) 
2qaaUoiu «Dir« lesquelles lUtmîoant /», il Tlendn 



if 



jet, ea mnltîplîant par 4^f et intégrant 

BBMs TangTe f devant tire nul en même temps que la vitesse an- 
gulaire , on doit artur C=i , et par conséquent , en séparant les 
,Tariable& 

dri/~— '^* -. ^ _ d»(Sîa.»»-Ko«.'« 
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__ d^Co».* AfSm.p _ à . Sin.# A . Co«.^ 

d'où en intëgrant et faisant la constante nulle , attendu que t et 
tang.4f doivent être nais en même temps , 

//J=Log.Sm.f— Log.Cos.f=Log.^— =Log.Tang.f , 

et par conséquent 

Tang.f==:^^'^ . 
Je U OQ tire 



Tang4f=- 



et par suite 

- If , ■ '-^^^*^' 



Donc 
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et telles sont les équations gui donnent la situation du mobile i 

chaque bstant } on en tiie 






^.-.,,.^^.'-^ 



(■+,»' v»r 



l'ëlimination de àt et de /^^ entre ces deux équations et la valetir 

de y donnerait l'équation dUCîreatieUe de la trajectoire; mais cette 

liquation serait probablement fort compliquée. 

Ay 
Si l'on fait /=o , on trouve x^o , yss^^i , — — =o , ce qui 

prouve que les constantes sont, déterminées conformément aux con- 
ditions parlicntières de h question. 

Si l'on égale la valeur de ^ & zéro , il rient 

"d'oi 

et par conséquent 

ce qui donne pour t fini raleurj , l'une posilîfe « l'anlre n^Un, 
c'cst-àwlire , «bImUuK 1 l'époque J'oi <m amitc les temps. 
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La râleur de — montre ensuite que y panrieot \ son masîmum 

lorsque / est infini , et la valeur de y prouye que ce maximum 

est +»• 

Quand \ Fabsciase qui rëpond \ y=o oa « ^^ = 34-2l/a* 

elle est 



elle peut être positire nulle ou négative , snirant que la TÏtesse h 
âera plus ou moins grande. 

Il résulte de tout ce qni précède que la coutlw décrite par rex- 
trëmitë inférieure du pendule a- une Ivanche trè»-coarle lu-^esêous 
de l'axe des ;r, et mte branche asymptotique au-dessus da m^ne 
axe, l'asymptote étant une parallèle i l'axe de» x , dont >'<K<donDée 
constante est égale à l'unité. 

Les diverses circonstances que peut présenter la trajeclotra sent 
représentées par les figures 6 , 7., 8 , dans lesquelles GP est 1» 
pendule au repos, c'est-à-dire, dians sa positien initiale, CSl'ho-' 
rizontale que Ton fait parcourir, de gauche 4 droite 4 MO poûM 
de suspension et enfin AB l'asymptote. 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Fràbîème de statique. 

OoiT une verge élastique , inextensible , untformëment pesante , dont te 
poids et la longueur soient donnes; et supposons que cette verge doive être 
soutenue par deux points lîxeai, situés sur uoe même droite horizontale. 
Si ces points «ont situés aux deux extrémités de la verge , cette 
verge, en vertu de son élasticité,' affectera une courbure dont la 
concavité sera tournée vers le ciel. 

Si , au contraire , ces deux points sont réunis au milieu de la verge, 
elle prendra , au contraire, une courbure dont ta convexité sera tournée 
vers le ciel. 

Dans ces deux cas extrêmes , il est clair que la courbure de la 
verge sera plus grande que pour toute autre disposition des deux 
points d'appui. 

On propose , d'après cela , d'assigner la situation de ces deux 
points qui fera prendre à la verge le -moins d'arc possible ; c'est* 
li-dire , de manière que la perpendiculaire abaissée sur l'horizontale 
qui joint les points d'appui « du point de la verge qui s'en écarte 
davantage , soit en dessus soit en dessous , soit un minimum ?_ 
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GEOMETRIE ANALITIQUE. 

E^sai d'un nouveau moâe de discussion de Te'quation 
générale des lignes et de celle des surfaces du second 
ordre ; 

Par M. G E R G o N N E. 



«1 USQU'iCI on a employa , pour ts discussion gëoniëtrique de l'équationr 
générale du second degré, i deux ou à trois indéterminées, ou 1» 
résolutioit Rfflictirft de cette équation , eu la transformation des coor- 
donoéas , ou enfin la connaissance do quelques propriétés appar- 
tenant exclusivement au» dlamètFea principaux des lignes et surfacea^ 
du second ordre. 

La discussion par Is résolution efi'ectWe de l'équation on , aulre^ 
ment dit , la métliode de Chezy , est sans doute bien préférable à 
ce qu'on rencontrait autrefois sur ce sujet à^Ta^ti Traités d'appli" 
tation de Valgèire à la géométrie ; mais , outre qu'après des calcul*' 
peu symétriques , elte no conduit , en définitif, qu'à la connais- 
sance d'un système unique- de diamètres conjugués , c'est k tort ,' 
ce me semble , qu'on la présente comme modèle de la méthode' 
i suivre, dans Is discussion des lignes et surfaces de degrés plu» 
élerés , puisque , passé le quatrième degré , la résolution' de l'équa- 
tion est impraticable dans l'état actuel de l'analise . et que dis 
le troisième , la discussion de l'équation résolue présente des diJfi-^ 
cnllés à peu près insurmontables. 
La discussion par la transformation des coordonnées serobleraTv, 
Toauy,n,^ lU, iJ" septembre i9ii. 9 
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pour celle raison , mériter la préférence : d'autant qu'elle est sus- 
ceptible d'une certaine élégance. M. Bret, en parliculier , dans divers 
articles de ce recueil , a montré tout te parti <ju'on en pouvait tirer. 
Cependant , on sait que , déjà pour les surfaces du second ordre , 
elle n'est point exempte de dîillcultés; et que, dans tous les cas, 
elle exige des calculs assez compliqués , sur-tout lorsqu'on veut 
rapporter tes grandeur et direction des diamètres principaux aux 
axes primitifs , et que ceux-ci ne sont point rectangulaires. 

Quant à la discussion tîrcc de la connaissance préalable de quelque 
propriété appartenant exclusivement aux diamètres principaux , bien 
qu'elle soit peut-élre la plus briève de toutes , comme M. Bérard 
l'a prouvé dans un article de ce recueil et dans un ouvrage par- 
ticulier (*) -, on sent pourtant qli'elle ne saurait élre considérée comme 
un procédé vraiment élémentaire , puisque c'est à la discussion même 
de l'équation qu'il appartient de faire découvrir les propriétés que 
cette méthode met en usage. 

La méthode dont je me propose de tracer ici les principaux 
lîoéamens me parait n'avoir aucun de ces inconvéniens , et semble 
m ijnéme temps plus naturelle qu'aucune de celles-là. £lle serait 
sans doulc susceptible de perfectionnement; aussi je ne la présente . 
que comme un simple essai. Elle a sur.tout cet avantage que les 
résultats qu'on en obtient forment un tout dont les parties ont entre ■ 
elles une. étroite liaison. A la vérité, cette liaison n'est pas sans 
quelque inconvénient dans les exercices et examens publics , oix 
il est beaucoup plus commode de savoir établir chaque proposition, 
indépendamment do toules les autres ; mais il n'est point du tout 
démontré que ce qu'il faut faire pour briller dans les examens, du 
moins suivant leur mode actuel , soit aussi ce qu'il y a de plus 
propre à se rendre habile dans la science. 

, Je vais d'abord m'occupcr des lignes du second ordre ; je passerai 
eosutte à la considération des surfaces du même ordre. Mais , comme 

O Vojcz k noie de la page 334 ^^ 4*™* volinne de oe reciwil. 
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ET SURFACES DU SECOND ORDRE. €3 
il a déjà élé fréquemment question des unes et des autres dans ce 
recueil , j'â]aguerai tout ce qui ne sera pas proprement relatif à la 
méthode que j'ai en yue d'exposer. 

s- 1- 

Discussion des lignes du second ordre. 
Soit l'équation 

Ax*-\-Bf-^2Cxy+2À'x+2B'y^D=o , (i) 

exprimant une courbe rapportée à deux axes quelconques , formant 
entre eux un angle y. Soit 

y=mx-\-g, (a) 

l'équation d'une droite quelconque , rapportée aux mêmes axes. En 
éliminant y entre elles , il vient 

ainsi y généralement parlant , la droite {2) coupe la courbe (1) en 
deux points. 

' On sait que sî, dans une équation , on délivre le premier terme 
de son coefficient, le coefficient du second terme , pris avec un signe 
contraire , devient alors la somme des racines ; el comme , d'un 
antre cdté, l'abscisse du milieu d'une droite est la demi-somme des 
abscisses de ses deux extrémités y il s'ensuit que ^ pour le mtliea 
de la corde interceptée par (t) sur (2) , on a 

En substltant cefte valeur dans (2) , on trouvera , pour le mimet 

milieu » 

■'' A+iCm-^Bm* * ^ ^ 

Les équation» (4)'» (5) sont donc, celles du milieu de la cord*" 
interceptée par (i) sur (2). 

En faisant varier ; , dans le» formules (4), (S) > sans faire va- 
rier m j on obtiendra les coordonnées des milieux d'une suite d«. 
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cordes toutes parallèles entre elles. On obtiendra donc Nquation du 
lieu géométrMjue de ces milieux , en ëlîminaDt g entre ces deux 
formules (*) ; ce qui donnera , par la suppression du facteur 
^~\-2Cm-^Bm* f commun h tous les termes de l'équation résultante , 
(J+Cm)xMC'^Sm)y-h(À'+B'm)^o ; (6) 

(*) Les coiamençans ont d'ordinaire quelque peine i bien comprendre comment 
ces tories dVlimi nations de constantes conduisent au but oà l'on veut atteindre : 
et c'est qu'en ctlut U raison qu'on leur en donne communément est plua mëta- 
phj'sjque que ipailiénutique. Il me semble que la chose devient ëvideote , en 
raisonnant à peu près comme il suit : 

Soient 

les équations de deux courbes rapportées aux mfmet axes. Si , en les considérant 
comme les équations d'un même problème déterminé k deux inconnues , on ea 
lire les valeurs âe x et y , ces valeurs , fonctions de A , seront les coordonnées 
de l'inlersection des deux courbes. 

- Si l'on fait varior la valeur de cette constante j4 , le point d'intersection des 
deux courbes variera aussi , et l'on pourra demander quelle est la courbe dont il 
ne sortira jamais , quelque valeur qiM l'on puisse donner ik A. 

Pour résoudre cette question , on considérera qu'en supposant A déterminée , 
le point d'intersection des deux courbes, n'est paj seulement donn^ par les deux 
équaiioAs <a) , (^) , mats encore par tout s^stcme de deux équations que l'on 
voudra déduire de leur combinaison , ou encore par le sjrslème de l'une quel- 
conque d'entre elles et d'une combinaison quelconque de Tune et de l'autre. 

Donc-, en particulier , on pourra , dans la recherche du point dont il s'agit, 
remplacer l'équation m par le résultat de l'élimination de A entre elle et l'équa- 
tion (•) ; en sorte que , si ce résistât est 

le système des équations (•) , (y) pourra , dans la recherche du point d^tersecb'o* 
des deux courbes, remplacer celui des équations («) , {fi). 

Hais , lorsque là constante A varie , la courbe (y) demeure constamment la 
mtoie ; d'où il suit que cette courbe doit contenir tous les points d'intersection 
que l'on déduirait de la combinaison des équations (•) > (i*) , en donnant suc- 
cessivement â la constante A toutes les valeurs imaginables ; cette courbe (y) est 
donc la courbe demai^d^e. 
~ Rien ne serait ptus làctle q,ue d'étendre ces considérations à la géométrie i Ireia 
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équation d'une ligne droite , ijnelle que soit m. Ainsi les courbes 
comprises dans l'équation (i) jouissent toutes, sans exception , de 
cette propriété, très-remarquable, que les milieux d'un syslème de 
cordes parallèles-, quelle qu'en soit d'ailleurs la direciion commune, 
y sont tous situés sur une même ligne droite que , pour cette raison , 
nous appellerons, à l'avenir, un diamètre de la courbe. On voit 
donc que , non seulement ces courbes ont une infinité de diamètres, 
mais que de plus , ces diamètres afTectent , en général ^ toutes sortes 
de directions ; de manière qu'il n'est aucun des point» d'une ligne 
du second ordre par lequel on ne puisse en concevoir un. 

L'équation d'une parallèle quelconque au diamètre (6) doit étiw 
de la forme 

^'où il suit gae, si on ]a représente par 

■ - \ 
r=m'l+s' , (8) 

«n aura , entre m et /n' , l'équation de relation 

m'= — — - — , oa Bmm'-\'C{m-^m^-^A=o - (9) 

Celle équation étant symétrique , par rapport à m et m' , il en faut 
conclure que les milieux des cordes parallèles au diamètre (6) sont 
sor un diamètre parallèle ï (2) ; et , comme m et m' demeurent 
iodéterminés , 11 s'ensuit , plus généralement, que les milieux des 
cordes parallèles à un diamètre quelconque sont sur le diamètre paral- 
lèle aux cordes que le premier coupe en deux parties égales. Ainsi , 
généralement parlant , à chaque diamètre , Il en répond nécessairement 
an autre tel que les cordes parallèles i chacun d'eux ont leurs milieux - 
«ur l'autre. A l'avenir nous appellerons diamitres conjurés les deux 
diamètres d'un semblable système. On voit donc que , non seulement 
les lignes du second ordre ont une infinité de systèmes de diamètre* 
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CQn)iieéa , mais qu'en outre tout diamètre d'une telle ligne en a 

nécessairement un qui lui >est conjugua. 

D'apris ce qui précède , les équations de deux diamètres , conjugoÀ 
ou non conjugués , peuvent être représentées ainsi qu'il suit : 

(10) 

Four connaître le point où ils se coupent, il faudra combiner ce» 
équations entre elles. Mais si ^ auparavant, on prend leur diiîércnce, 
puis la diiTérence de leurs produits respectifs par m^ et m > en di- 
visant chaque fois par m — m' , il viendra 

(>0 

Ainsi , dans la recherche de l'inters'^ction des deux diamètres » on 
pourra remplacer U systèmi^ des équation* (to) par le système des 
équations (it); et puisque ces dernières sont indépendantes de m 
et m' , il en faut conclure que tous les diamètres des lignes du 
second ordre se coupent en un même point. Il est de plus aîsé de 
Toir que ce point doit être leur milieu commun . puisqu'à chaque 
diamètre répond un conjugué qui doit le couper en son milieu. 
Le niilieu commun de tous les diamètres d'une ligne du second 
ordre est ce qu'on appelle le centre de cette courbe. 

Nous remarquerons , avant d'aller plus loin , que les équations (i i) 
n'étant autre chose que ce que devient l'équation (6)» lorsqu'on y 
fait successivement m=a, m=: oq ; il en résulte que ces équations 
(i i) sont respectivement celles des diamètres qui coupent çn deux 
parties . égales les cordes parallèles à t'axe des y et les cordes pa- 
lallèles k l'axe des x v c'esl-à-dire , en d'autres termes , que ces 
équations sont celles des conjugés des diamètres respectivement paral- 
Ities aux axes des y et des a. 

Si donc les axea étaient parallèles à deux diamètres conjugués ^ 
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les diamètres exprimés par les ëqiialloas (i 1) devraient être rcs- 
pectirement parallèles aux axes des x et des y, on devrait donc 
avoir, dans ces équations, et consëquemment dans l'ëquation (t), 
€=.Q. Ainsi , le parallélisme des ases des coordonnées avec deax 
diamètres conjugués jouît de la propriété de priver l'équation (1) 
du rectangle des coordonnées ; il est de plus aisé de voir que c'est 
là la seule circonstance où elle puisse en être privée. 

Si le centre de la courbe se confondait avec l'origine , les équa- 
tions (11) devraient appartenir à deux droites passant par cette ori- 
gine: on devrait donc avoir à la fois A'=^o, B'=s^y, Ainsi, la 
situation du centre à l'origine des coordonnées jouit de la propriété 
de priver l'équation (1) des premières puissances des deux variables, 
et il est de plus aisé de voir qu'elle en. jouit exclusivement. 

Si donc on prend pour axes des coordonnées deux diamètres con- 
jugués quelconques, l'équation (i) prendra la forme très-simple. 

Jx*+Sy'-^D=o , (la) 

sous laquelle la discnssion en deviendra incomparablement plus 
facile. 

Mais ceci suppose que les droites (i i) cojicourfnt eJTeclivement 
en un même point. En combinant leurs équations , on en tire 

BA'—CBf ABi~^CA' , .^ 



d'oà l'on voit que, si l'on iC'—AB=o, la courbe n'« plusde cetrh-e , ■ 
ou que du moins st>n centre étant inBniment .élojgné des axes pri- 
mitifs ne saurait plus être pris pour origine. Koua Terrons bientôt, 
au surplus , que la courbe est susceptible d'être exprimée par 
une équation fort simple qui convient également au cas oi^ elle 
a un centre et & celui où elle eit est d^pountlé). 
Si l'on avait à la fois les trois relations 
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C'=jiB , BA'=^CB' . ÀB'=CÀ' , (i4) 

dont chacuoe est comportée par les deux autres , les deux ^uatîon» 
(ti) renlreraient l'une dans l'autre; la courbe aurait donc une ia-> 
finîtd de centres situés sur l'une ou l'autre de ces droites. 

Soient s't y' les coordonnées de l'un quelcon<jue des points d». 
la courbe , en sorte qu'on aït 

^*'H-£y+3C«y+3^v+35y4-i!>=o î (iS) 

en daignant pour abréger par a , 2 les coordonnées du centre » 
l'équation du diamètre passant par ce point sera 

r-rr'=^(*-^ • ('6) 

S! t par le ménae point , on mine one parallèle wx conjugoé de ' 
ce diamètre , son équation sera , en vertu de l'équation (6) » 

|^(i'-«H-c(r'-*)X*-»^|C(''-«)+*Cr'-*)Kr-r'J=o- ('7) 

Mais , «n Tcrtu it» ^uatioiu (t i) , od & 

—Aa-Ch=A' y 

—Ca—Bi=B' ; 
m cona^qaenee, l'équation (17) dcTiendca 

^n, en dËTeloppant et transposant, 

(Bf'-\-Cs'+B')r-U.Ax'-\-Cy'+A')x 
=./U.''^Bj^iCx'f'-\-A'x'+B'y' , 
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ion enSu , en ajoutant l'équation de la relation (i 3) et rëdinsant, 

ou encore 

Cette droite ayant un point commun avec la courbe , et ne pouvant 
d'ailleurs en être une corde , puisqu'alors ce point en serait à la 
fois le milieu et l'extrémité ; il faut en conclure que c'est uns 
tangente ft cette courbe. 

Si l'on suppose que la tangente est l'axe de» y , et que If 
diamètre au conjugué duquel elle est parallèle est l'axe des s : auquel 
cas son point de contact avec la courbe sera l'origine,- leurs ëqua^ 
lions devront éire respectivement s=o, y=so; on devra donc avoir, 
outre :c^ = o,^=o , les conditions B'^io , C^o , 2)^0^ en sorto 
que l'équation (1) deviendra simplement 

jis*+By'+zÀ'^=a . (19) 

Telle est donc la forme que prend l'ëquation de la courbe . lors- 
qu'on prend pour axes un diamètre et la tangente è son extrémité , 
ce qui est toujours possible, toutes les fois que l'équalion (i) n'est 
point absurde d'elle-même ; c'est-à-dire , toutes les fois qu'il y a 
au moins un système x' , y* de coordonnées réelles > qui y satisfait. 
Z>3 discussion, très-facile, de l'équation (19) fera donc connaître 
toutes les courbes que peut exprimer l'équation ^i), (*) 

(^ Sachant mener une tangente i h coarbe par un âe te» point» , il ne 
•ers p» dlitcile de lui mener une normale par le même point. De U on paiaera i la 
tangente et i la normale par on point extérieur. Nous notts bornons ji indï'^i er 
eea divi-rs obteta , tur lesquels noua n'aurion» rien ite noLnreaa k dire. Mitit noua ne dévora 
pas n^^liger de remarquer que ce sera naturellement ici le lica de faire neniion 
àe» belle* propri^t^s dont jouiueM ce qu'on eal convenu d'appeler les p^lft des 
lignei du second ordre. On pourra coniuiter k ce lujet les pages :i93 «l ^«3 du lioi.- 
mitae volume de ce recu«iL • 

Tome F- 10 
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Les dianiïfctres conjugués rectangulaires sont ce qu'on a^ellie le* 
âtamhtres principaux de la courbe , et leurs extrémités en sont les 
sommets. Pour obtenir les directions de ces diamètres , il suffira 
de joindre à l'ëguatLon 

' ' j4+C(m+m')+Bmmf=:6 , (g) 

l'ëquatipa suivante 

i+(m+m'')Cos.y+mm'=o (aa) 

qui exprime que les deux diamètres sont perpendiculaires l'un \ 
l'flult^ (*); La symétrie de ces équations prouve que m et m' seront 
donilés par une même équation du second degrë , et qu'ainsi il n'y 
a ^a'uD système unique de diamètres principaux. 
' Soient s y Y \e% coordonnées de l'un des sommets de la courbe ^ 
«t r ii distance au centre ou la longueur du demi-diamètre prin- 
cipal qui lu! répond ; représentons toujours, pour abréger,, para, 
h les coordonnée» du centre, données par les formules (iS) } nous 
aurons , À la fois , 



(*] Soient en effet itax. droites jr=^mx , y^=m'x , passant par l'ori^ne dei 
coordonn^ea j^ue nous supposons former entre elles un inglo r> Pour exprimer 
<]ue ces droites sont perpendiculaires J'Mne k l'wire , il est n^cesHÎre et il suffit 
d'exprimer ^ue deux points (s , i) , (a' , 30 pris respectivement sur l'une et l'aulre 
sont les extr^nûl^s de l'h^poih^nuse d'un triangle rectangle dont le sommet d« 
l'angle droit est A l'origine. Celle condition donne 

(0— a') '+a(o-^O0—*')Cos.>'+Ct— *')'=« '+a«*Cos.>-4-*'+o'»+o'i'Cosî~f*'» 

ou en réduisant 

nuis oa a d'ailleurs 

1r=ma , ^^sm'a' , 

ce qui donnera, en substitioat et divlsam par aa' , l'^uatfon nentionnée dans le texte. 
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(*^<i)-+i(;t-^o)Cy— *;€m.H-(}'-«)'=r' , '(^i) 

Y—h=m(x—a) . (la) 

D'un autre côte rëliminatlon de m'eDlre le» ë^uation» (9) et (30) 
doiuie 

!,C—BCMY)m-+{A—B)m—iC—ACoia)=o . (aS) 

Eafia l'équatioD (1) peut facilement être mise sous cette fonne 

■+D—Jii'—Bi'—aC<ii=o i 
faisant donc 

Aa'-t-Bi-+iCiii—D=A; 

«t. remarquant qu'en vertu des fk|uations (11) on a 

Aii+Ci+A'=o , 
Ca+Bi+B'=ia 4 
elle deviendra simplement 

A(x—a)-+B(y—iy+2C(x—a)(r~i)=j\ ; (si) 

Cela pose ; si » dans les équations (31) et (24)* on introduit ' 
pour J'—d sa valeur donn^ par l'équatioa (33) elles deviendront' 

(x — j)'(i-f-2ffïC6s.y4-ro*)'='^ »■ Tt ■.; 

(x—ii)\A+2Cm+Bm')=A' ; ) 

«équation» entre lesquelles éliminant (x—ay » il viend» " - 
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éliminant enfin m entre cette ëijuatioQ et l'équation (23) on au» 
d'abord 

C>ifl— C»)r*— ^C^— 2CC«LH-iï)r'+A'S;n.V = o , (26) 

et ensuite 

Cr'— A<*x)9.y Ar*—ts. 



(27) 



Jjr*— A Cr*— iCoi.y 

L'ëqualion (26) donnera les longueurs des dcmUdiamèlres principaux ; 
les farmules (27) en détermineront ta direttion ; «t ensuite l'une des 
équations (^5) , combinée avec l'équation (23) , fera connaître les 
sommets. 

Parvenus \ l'équation (26), on pourra poursuivre la disifusston , 
comme l'a fait M. Bérard Â la page 106 du 3.*"* Tolume de ce 
recueil. 

Dans le cas particulier oà l'on aura AB-^C* , la courbe, n'ayant 
point de centre, n'aura qu'un diamètre principal et conséquemment 
qu'un seul sonimet qde l'on pourra déterminer comme il soit. ' 
L'équation (16} du diamètre deviendra simplement 

, AB>-CA' , 

en exprimant donc que ce diamètre est perpendiculaire i la tan-r 
geote k 6on extrémké , donnée par l'équation (18) il viendra 

■: U a^^CA' Ax'^Cy'+A' } AB'—CA' Asf+Cy+Af 

'r^i BA'—CB' " Bf+d^+Bf]-''^ BA'—CBf' By'^xf+B~° » 

^uationqui, combiné» avec l'équation (i5), ne donnera, en ayant 
éeard k la réiat'ron AB:=C' , qu'un seul système de valeurs de j/ 
et y^ lesquelles seront les coordonnées du sommet. Il est aisë de 
Toir qu'alors tons 1^ diamètres seront parallèles. 
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Lorsque, comme on le. fait communément dans les (raittis élë- 
mentatres, on suppose les axes des coordonnées rectangulaires y les 
dernières recherches et les résaltats qu'on en obtient se sîmpli&enl 
eoDsidérablement. 

5- II. 

Discussion des surfaces du second ordre. 
Soit Téquation 

exprimant une surface rapportée à deux axes quelconques , formint 
enUe eux de« aBg;ies », n, y. Soient de plus 

s^s=mz-{~g , y=m-\-h , (a) 

les équations d'une droite quelconque. En éliminant s tt y mtrc 
(lies et l'équation (i), il viendra 

{Jm*+Bn'-^C-{-»ji'n+2B'm'\-20mtt)z* 

£n raisonnant comme dans le §. pnfeédent , on verra que le miliea 
de la corde interceptée par (i) sur (2) est donné par les équations (2), 
jointes à l'équation 

__ (^m+C'n-^Bfig+(C'm+Bn+A')h+(jt'm+B"n+C"y 
~ Am^+Bn'+iC'mn+^B'm+aA'n ** ''*^ 

SI donc on élimine g et i entre elles , l'équation résultante , en 
« , ff Zf sera celle do lien des milieux des cordes parallèles à (a)* 
Cette équation est, to»tes réductions £ailea , 
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équation d'un plan quels que soient m et n. Ainsi , les surfaces comprises 
dans l'ëquation (i) jouissent toutes , sans exception , de cette propriété 
très-remarquable , que les milieux d'un systime de cordes paral- 
lèles , quelle qu'en soit d'ailleurs la direction commune, sont tous si- 
tues dans un môme plan que, pour cette raison, nous appellerons 
à l'avenir plan diamétral de la surface. Ainsi , non seulement ces 
surfaces ont une intinité de plans diamétraux , mais ces plans affecteat, 
en général , toutes sortes de directions ; en sorte qu'il n'est aucun 
peint de l'espace par lequel on ne paisse en cooceroir un. 
Soient présentement trois droites quelconques 

ix—mz-\~g , ( x=m'z-^g' , ( x-=-m"s-\-g'f , 

(y) (^0 

y^m-irh i ( y=n*fJfh' ; ( y=n'U-\-h'' ; 

les équations des plans diamétraux qui couperont en deux parties 
égales les cordes parallèles à ces droites seront respectivement 

(-fol -ArCfn +BO«-HC'm +B>. ■^A'yy\.(pm +yfti -|-Oi+C^«(n +B*ii +^0=» , (5 ) 
(^m' -l-Cn' +BOH-(C'*n'+Bn' 4.>4')j'+(B"n' +^'n' +C)«+c^''m' +»"«' +C'0=o , (5* ) 

Or , k droite (a) étant prise arbitrairement , ce ^t iixe la situa- 
tion du plan (5) , on peut toujours assujettir les droites {a/) , (^f^ 
& être parallèles k ce plan ; et , comme par ces conditions elles 
demeurent encore indéterminées ^ oH peut en outre assujettir l'tine 
d'elles à être parallèle au plan que détermine l'autre. £n se rappelant 
donc la condition de parallélisme entre un plan et une droite dan» 
l'espace , cela, duanera les trois équations 

C+Am mf+Bn itT+OOn n'+m^n )+B'Cm ■fin')-|-^'Cn +n' )=m , \ 
C+-<m'm''4-Bn'n"+C'(in'B"+m"n')+B'Cffi/-i-m«')+^'(n'+n'')=o , | ^) 
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f\Û8 donc que ces ëqualîoDl soot symëtriijaes en m et n y m' et n^ , 
jn'^ 6t n" X U en faat coDcInre qu'alors chacun des plaos (5) , (5'^ , (S'<) 
Coupera eo deux parties égales les cordss parallèles à l'intersection des 
deux autreSt Les trois plans d'un pareil système sont ce qu'on appelle 
des pians eo/i/ugés , et leurs intersections deux à deux „ lesquelles 
ont évidemment leur milieu commua au point d'intersection def 
trois plans, sont ce qu'on appelle des diamàtres conjugués. Ainsi, 
non seulement les surfaces du second ordre ont une inSnitë de sys- 
tèmes dp diamètres conjugués, mais ces diamètres afiectent «n générajl 
toutes sortes de directions , «n sorte qu'on peut toujours trouver 
un système de tels diamètres , <t mième une infioité , <A._ l'uQ^ 4p 
ces diamètres passera par un point donné arbiu-a'tfçmtnl^ 

Que les plans diamétraux donnés par les ^i^atiçiM (5)^(5'^, (S''^ 
soient conjugués ou non conjugués , si l'on prend successivement 
la somme des produ'its de «es -ëquatiens/n-'— m.'^, m"— m , m — 771', 
par n'-~n" , nf'—n , n — n', et par jtï'/ï"'— tto"»', m'^n — mn'^^ mn'-~m'n, 
en divisant, dans chaque cas, l'équation résultante par m'n"-^m'n' 
-^m"n—'mn"^mn'-~'mfn , il viendra 

€^s+B y+J'z-\-B"=^o , j (7) 

équations qui, ayant lieu en même temps que les équations (5)» 
(5'') , (5'''') , pourront conséqûemment leur être substituées , dans 
la recherche du point «l'intersectioD des trois plans qu'expriment 
celles-ci .; puis donc que les équations (7) sont ipt^épendantes d^ 
m, n > m' t n' , m'' , n" , il faut «n conclure que les plans dia- 
métraux des surfaces du second ordre se coupent tous au mémo 
jK)int ; il est de plus £acila de voir , par ce qui a été dit ci-dessus ^ 
que toutes les cordes qui passent par ce point doivent y avoir leur 
milieu , et en conséquence on l'appelle le centré de la surface. 
Noui remarquerons , avant d'aller plus loin'^ que les équations (7) 
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n'étant autre cbose que ce que devient IVquallon (5) lorsqu'on y 
fait successWemenï m= oe , n= œ , m^n— o , il s'ensuit que ces 
équations sont respectivement celles des plans diamétraux qui coupent 
en deux parties égales les cordes parallr les Ji l'axe des x , les cordes 
parallèles k l'axe des y, et les cordes parallèles & l'axe desx ; r'est-i- 
dire , en d'autres termes , que ces éqiiations sont celtes des plans 
conjugués aux diamètres respectivement parallèles aux trois axes. 

Si donc les axes des coordonnées étaient parbllèles it trois diamètres 
conjugués ou , ce qui revient au même , si les plaus coordonnés 
étaient respectivement parallèles à (rois plans diamétraux conjugués'; 
des trojs équations (7) la première ne devrait renfermer que jr seu- 
lement f la seconde que y et la troisième que x i on devrait donc 
avoir > dans ces équations, et conséquemment dans l'équation (1) 

Ainsi , le parallélisme des axes des coordonnées avec trots diamètres 
conjugués jouit de la propriété de priver l'equalion (1) des rectangles 
des coordonnées ; et U est de {«lus aisé de voir que c'est Ik la seulo 
circonstance où elle puisse en être privée. 

Si le centre de ta surface se trouvait À l'origine ^ les équations (7) 
devraient être celles de trois plans passant par cette origine j OB 
^vrait donc avoir , k U fois , 

Ainsi , la situation du centre à l'origine des coordonnées jouit de 
la propriété de priver l'équation (1) des premières puissances desf 
trois variables , et il est de plus aisé de voir qu'elle en jouit ex- 
clusivement. 

Si donc on prend pour axes des coordonnées trois diamitree 
jOBJugaés quelconques , l'équation (1) prendra la forme très-simple 
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Sous laquelle la discussion en deviendra incomparablement plu9 
facile (*). 

Mais tout ceci suppose que les équations (7) donnent pour v , y ^ z 
-"des valeurs Bnies et déterminées ; en les résolvant par rapport à 
ces iacoonues , on obtient 



(9). 



_ A''iA'»—BC)+W(CO'-A'B')+C"(nW—C'A^ 
*~" ABC—AA"—BB"—CC"fiA'Il'C' * 

* -_ B^B'»— C^)+C"(^^'— B'CO+^"CCC'— ^'BO 
^~ ABC—AA"—BB/^—GC'^-\-:lA'WQ' ' 

_ C"(C"— ^B)+^"CBB'— C'^0+B"(^^'— ffO 
'~ ABC—AA'^-^B&^^CO'-^^A'b'C ' 

Or , si l'on a 



U surface n'aura point de centre ; ou , pour mieux dire , son centre 
se trouvant à une distance inHnie , ne pourra être pris pour 
Origine. Si une seule des coordonnées du centre était indéterminée ; 
chacune des équations (7) se trouverait comportée par les deux autres, 
et la surface aurait une inBnité de centres , situés sur une droite 
donnée par le système de deux quelconques de ces équations. Si 
deux des coordonnées du centre se trouvaient indéterminées , la troi- 
sième le serait aussi , alors les trois équations (7) ne seraient point 



'(*) On remarquera uns doute que la démonstration de la pouibititë de ramener 
réquation ji cette forme ', par un choix convenable des coordonnée* , aaiez difficile 
A établir , dans les autres systèmes de discussion , mËme en supposant Jes coor- 
âonnëes prïmilivei rectangulaires, *c présente , pour ainsi dire, d'elle-même dwi 
celui-cL 

^i"", y. f\ 
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distinctes les unes des autres, et le plan exprimé par l'une quel- 
conque d'entre elles devicn<.irait le lieu des centres. Au- surplus i 
nous verrons bientôt que les surfaces du second ordre peuvent être 
exprimées par une éijuatïon simple qui convient également à celles 
qui ont un centre et à celles qui en sont dépourvues. 

Soient x' , y* , z' les coordonnées de l'un quelconque des points 
de la surface courbe , en sorte qu'on ait 

en désignant , pour abréger , par a , j , <r , les coordonnées du centre ,' 
les équations du diamètre passant par ce point seront 

l'équation du plan mené' , par l'extrémitë <Ie ce diamètre , paral- 
lèlement au ' plan qui contient ses deux conjugués sera , en vertu 
de l'équation (5) 

+{C'(»'— «)-i-B(y'— «j+^V— C)î(r— r') [ ="• ('») 

\{.{B'{x'~a)+A'(y'—hyrC(z'~C)\{z—z') ) 
Mais , ea vertu des équations (7) , od a 

—Ail—C'b—B'c=A" , 
—C'a—Bi—A'c=B", 
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—S'a-A'h—Cc=C" i 

«n conséijuence l'équatioii (la) deviendra 

(J x'+Cy+B'z'+A")(s—s') \ 
-HC'x'+B y'+A'z'+B"](x—xO \ =•> 
-|-(5'«'+^y+Ci'H-C"X2— 20 ) 

ou , en déreloppant et transposant 

{Ax'+C'y'+B'z'-i-J")s 

■MfiV+B f+A'z'+B"',y 

■+(B'x'+Ay+C z'+C")i 
=Jx^By'-+Cz"+2A'y'z'+2S'z'x'+2C'x'y'+A''x'+B'Y+C''z'} 
ou enfin , en ajontaot l'équation de relation (lo) et réduisant 



(A x'+Cy+B'z'+A")x 
-f(CV+B y+AV+B")r 
+lfi'x'+A'y'+C z'+C")z 



+A'V+B'Y+C"z'+D=a ; 



ou encore 

Axx'+Byy'+Czz' 

■^A'(yz>+zy'yirB\zx>+xz')+C(xyi+yx') (.3) 
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Ce plan a un point commua avec la surface courbe : c'est celui 
dont les coordonnées sont x' ^ y' ^ z' \ mais il ne saurait en iToir 
plusieurs; car, si cela était , en menant par ce mëmo point des 
parallèles aux doux conjuguas du diamètre qui s'y termine , îl y 
en aurait au moins une qui serait une corde' de la surface , et qui , 
au lieu d'avoir son milieu sur le plan diamétral qui doit la couper 
en deux parties égales , y aurait au contraire son extrémité ; le 
plan (i3) est donc un plan tangent \ la surface courbe. 

Si l'on suppose que le pian tangent est le plan marne des xy ^ 
et que le diamètre par rcxlromîté duquel il passe est l'axe des z, 
auquel cas le point du contact sera l'origine des coordonnées; i 
cause de j;' = o, f' = o , 2'=o , l'équation (i3) deviendra d'abord 

Â"x-\-B"y-\-C"z^X)—Q ; 

et , comme alors elle devra se réduire simplement \ 2=0 , on 
devra avoir 

Â"=^o^ B"-Q, D=o. 

Si de plus les axes des x et des y sont respectivement parallMes 
à deux conjugués du diamètre qui se confond avec l'axe des z 
ou, ce qui revient au m£ine , si les plans des xz et des yz sont 
conîugués à celui auquel le plan des xy est parallèle , on devra 
avoir en outre , contoie ci-dessus , 

^'=0 , S^=o j €'=.0 , 
l'équation (i) deviendra donc alors simplement 

Ax^By^+Cz'+C"z^o : (r4) 
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ET SURFACES DU SECOND ORDRE, 81', 
«t pourra Indistinctement exprimer toutes les surfaces du second' 
ordfe. Celte dernière équation a donc , dans le fond , autant de> 
généralité que l'équation (i) ; du moins lorsque cette dernière n'est 
point généralement absurde ; c'est-à-dire , toutes les fois qu'il existe 
au moins un système de valeurs de s ^ y , z qui y satisfait. (*) 

Les diamètres conjugués rectangulaires d'une surface courbe sorit 
ce qu'on appelle ses Diamètres principaux , nt leurs extrémités en 



(*) Sachant ainsi mener un pton langent i la snrTace, par un de set points ,, 
il ne sera paa dîJïcile da lui mener une normale par \e même pgint. Il ne, 
s'aura pour cela que de connallre les conditions de perpendicularîié «irre un plan 
et une droile. Or . en supposant , pour plus de simplicité , que l'un et l'autrs 
passent par l'origine , que la droite est {x=ms , Y^=nz'i et que le plan esC 
f^px^^y , il suiEra d'exprimer que deux points ^a y b , c) , (ja' , f , e') pris 
si'bilrairement sur l'une et l'autre sont les sxtrémiléa de l'hypoduénuM d'un trianglo 
reciangle dont le somjoel de. l'angle droit est à l'ori^ne; cette conditîort donne 



<<»— oO'+at*-*) (c— «OCos.« ^ 

I l a>4^>.4-£>4-a(£Co3.«4-3(;aCos.^+a«&Cot.y 

+(4— J0H-3{c— «0(0 — "O Co«'^ ) =î 

( |4«'>+*-4e"+ai'c'Co»<(+M'a'CoB;*fao't'Cos»'i 

ou en réduisant 

mais , par la situation des dëiuc points , on a 

(itbslituânt donc , il viendra; en divisant par c , 
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sont les sommets. Foar a'assurer de l'existence de tels diamètres , 
dans les surfaces du second ordre , et en fixer la direction ^ il hul 
joindre aux équations (fi) les équations suivantes 



i+m m'+n n'+(m n'+m'n )Coï.>-l-(m +m' )Cos.H-('» +»' )Cos.« 
i4^'mff4«'n''+(m'n"4^''n')Cos.»+(m'-l-m'0Co».|S+('»'+"'')C<».«==o,J(i5> 
i+ro"m +n''n +(m"o -|-n» n")Co».j~|-Cm"-|-m )Cos.H-<'>"-h» )Co«.«= 



«,ki5 



qui expriment (*) que les diamètres conjugues sont, deux ï deux, 
perpendiculaires l'un à l'autre. 






i af t b' doivent demeurer indëtenaîn^s et indépendant , les condiliont 
cherchées leront 



(m4^)-t-flfOM.«-(>(i44i7>)Coa.H-nCo>.y=o . 

(R-|-f)+mfCoi.A-|-(i+Rf)Co9.«-|-mCot.3'=o . 



De U on paaiera aux plans laogen» et aux normales par des points extérieurs 
et , par suite , aux surfaces coniques circonscrites et k leurs lignes de contact. 
On sera conduit ainsi k exposer le» propriéli^s des surfaces du second ordre, 
relativement à ce qu'on est convenu d'appeler leurs pôles. On pourra consulter 
à ce sujet , ce qui a été dit aux pages 39^ et 3oa du i."" volume de ce recueil. 

(•) Soient, en efiet> ( x^n x , y=nz) , (jc=m't ,y^n'z) deux droites que, 
pour plus de simplicité , nous supposons passer par l'origine ; noua exprimerons 
qu'elles sout perpendiculaire* l'une k l'autre > en exprimant que deux poinls (a > i , O , 
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Telles sont donc les équations qui , combinées avec les équa- 
tions (6) , feront connaître m et n , m' et n' , in" et n" ; et, 
coinme ces trois couples de quantités y entrent symétriquement , 
on est en droit tien conclure qu'elles doivent dépendre d'une même 
équation du troÏMème degré , et que ronséquemment les surfaces 
du second ordre n'ont qu'un système unique de diamètres prin- 
cipaux ; c'est ce que le calcul va confirmer. 

Si l'on prend successivement la différence des produits respectifs 
de la première et de la dernière des équations (6) par m" et m 
et par n" %\. n f les équations résultantes pourront être écrites ainsi: 

(B'm-^A'n-irC)W—'n'')-\-{C'm-\-Bn-JrA'){jn'n''~n'm'')-=o , (iGj 

{B'm-^-Â'n-\-C^n''^n'')-Jr{Am-^C'n-^n^{m'n''-n'm'^^o , (17) 

En opérant exactement de la m£nie ipatilèVe sur la prepilère ei 
sur la dernière des équatiops (i5) « les deux équations résultantes 
pourront être mises* sous cette forme : 

(mCo*.j9+nCM.*+i)('n'-^n")-t-(mCos.y-|-n+Cos.«)Cm'n"— ii'm'0=o , (18) 
(mCo8.|a+nCo8.»+OCn" — a')+('n-fnCoi.j-4-Co«.«(m'n"— «WOiso . (19) 



(a' , b' , c') , pris respeclivement sur ces Aeax droileB , sont les extrémités de l'hj- 
potltënuse d'un irlangle rectangle dont le sommet de l'angle droit est à l'origine. 
Ceit« condition donnera, comme dans^la nqie préféd^ue-f :. 

ofl'+65'+cc'4-CJc'+ctOCoi.«+£fa'-fa«OCos.Hr(«f -KaOÇoî y ; 
Biais on aura id 

« qiû donnera , en substituant et 4insaQt^{tac ^ ,^U.pi^^^d^,égaalioiii 
liUDtioimées dans le texte. 
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Or , en éliminant m'— m" entre les ëqualions (i6) et (i8) , et n"—n' 
entre les équations (17) et (19), m'n"—n'm" disparaîtra de lui- 
même des équations résultantes , et elles seront 

(iT»Coi.>+n4-Cos.-)tS'm+^'»+C)-('nCM-H-''Co».«4.i)(C'm+Bii+/*')^.) 
Cm4flCo».H-Cos.WCB''n+^'''+C)-('nCo»'H-BCos.-+i){^m+C'n+B')=l);i" 

De ces deux équations on déduirait une équation finale en m , 
qui serait du troisième degré seulement , et dont par conséquent 
les racines seraient les valeurs de m , m' , m". On aurait de plus 
une valeur de n fonction de m , laquelle deviendrait n' et n" , en 
y changeant m en m' et m"\ mais ÏL sera plus convenable d'opérer 
comme il suit. 

Soient X , y , z les coordonnées de l'un quelconque des sommets 
de la surface courbe , et r sa dislance au centre ou ta longueur 
du demi-diamètre principal qui lui répond ; en continuant , pour 
abréger , de représenter par 0,3, f les coordonnées du centre ,, 
donnée* par les formules (9) , nous aurons , à la fois , 

(*— tf)*+3Cy — 3X«— f)Cos.« 

-Hz— c)»+a(*— «Xr— 3X^s.r 

s—a-=m(z—c) ; y—h^niz'-c) ; (aa) 

en outre l'équation (1) peut facilement être mise sons cotte forme 

A{,-ayJrB(,r-bx+c(f-cY 
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-i-:L(fi'a+A'i-{-e c+C")x 
l+I)-^'— W— Ce'— .2y<'i«— ja'«— aC'rfso f 

posant , pour alr^er ; 

et lemarqssnt qu'en tertu des équations (7) les eoeiCcîens ie» 
fiemi^res puissances Atx,y, z sont ouïs ^ elle deviendra simplenienl 

A!,x-cy.\-B{y-lyJfC{f-i)' 

Cela pos^j si, dans les iquàtïonï (21) et (33) , on întrodnit^ 
pour s-~~a et ^ — h les valeurs données par les éqaatïons- (33) r 
elles deviendronB 



^«— *)*(i+''s'+n'-f-3»Cos.»4'*''*Cos.iS-+-2mnCos.j'|~r* , \ 
(»— <:)"!C+^»>'+£»'-l»3^»4-3«'»-f3C'»Hi!=A 

^^alions- entre lesquelles érimïnaot {i — *)*, il viendra- 

J«lii. r. ' " ' ' ' I 



JW) 
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+2(£'r-— ACoM,'n+2(^''-"-ACos..;«-KCr'-A)=o 



(^5) 



•éliminant enfin m et n entre cette équation et les éqaations (ao) , 
on aura d'abord 

+'CJ—B")+2(C'A'—BB')Cos.f r* ' 
+(AB—C'-)+a(A>S'—CC') Gow 

(="6) 

Iy/Sin.".— 3,<'(Cos..— CosjlCo!.») 1 
+BSin.'^— 2B'{Cos.|i— Cos.rCos..) ) r" 
+CSin.'»— aC'(Cosj~ Cos..Co3.rt J 

-A'(i— Co».'«— Coj.'i» -Cos,V+iCo»..Col.;iCos.).)=o , 



""^ c^r"— i)(Br"— i)— <C'r"— iCos.».)' ' 



(^7) 



L'équation (sG) donnera le» longueurs des demi - diamètres prin- 
cipaux; les formules (27) en détermineront la direction, et easuitt 
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Tune des équations (24) • combinée avec les éijuations (la) , tes» 
eonnaUre Us sommets* 

Parvenus à l'équation (26), 00 pourra poursuirre la discussion; 
comme l'a fait M. Bërard , & la page tio du troisième volum'» 
ie ce reciwiî. 

Dans le cas particulier oi!L l'on aura 

jiBC~jW—BB^'^CC''+2^BC=o -, (28> 

la sorface , «''ayant point de centre , n'ausa qu'ion seul dîam'înv 
principal que l'on pourra dérerminer comoTe il suit ^ les ëquatioD# 
(16J du diamètre deviendroot ^ors 









Ea exprimant donc que ce diamètre est perpendiculaire au pfatf 
farigent à son extrémité ,. donné pas l'équation (i3) , on aura dbUK 
équations en x' yf' t '■' l,"! . combinées avec l'équation (10), na' 
donneront , pour cas trois coordonnées y. en- ayant égard à la rela" 
tion (38) , qu'un seul système de valeurs lesquelUs seront tes ooof'- 
données du sommet cherché. Il est aisé do Toir qu'alors tous le> 
diamètres seront parallèles. 

Lorsque , comme on le fait ordinairement dans les traités élément 
mires , on suppose les axes dks coordonnées' rectangulaires , les^ 
dernières recherches et les résultats qu'on en- obtÎBat se simplîfienlL 
ooneidézahlemenU 
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QUESTIONS RESOLUES. . 

Démonstration des deux théorèmes de géométrie énoncés 
à la page 384. du 4»* volume de ce recueil ; 

Far UQ Abohsé. 

J. HÈORÈME I. Si deux ellipses , tellement situées sur un pian 
que deux diamètres conjugués de tune soient respectivement parai- 
lèles à deux diamètres conjugués de Vautre , se coupent en quatre 
pointé î -TM quatre points seront sur une troisième ellipse dans 
laquelle les diamètres conjugués égaux seront retpectivement paral- 
lèles aux diamètres conjugués que l'on suppose être déjà parallèles 
dans les deux premières. 

Démonstration. Soient pris les ases des coordonnée» respectivement 
jwrallèles aux dlamitres conjagoës que l'on suppose l'être dans 
les deux ellipses dont il s't^it -, les «équations de ces deux ellipses 
feront de la forme 






::: \- 



Or , il est connn que , lorsque deux courbes sont rapportiîe» 
aux mâmcs axes , toute combinaison de leurs équations appartient 
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1' une iroîsUmc courbe qui coupe chacane d'elles aux iDènes points 
«ù eHes se coupent elles-mêmes. 

Soit donc ajouté au produit de la pretnière des deux équations 
ci-âessQS par W — A* le produit de la seconde par A-^B , il 
.Tiendra en rtfdiùsaal 

iÂB'-nA^x*+iAB'-nA')y'' 
r{'\ICXA-3)-i:(A^~B0}=o -, 



i^uation d'une courbe qui contient les quatre intersections des 
deux pr^ières '; or , on voit que cette courbe est une ellipse dans 
laquelle les diamètres conjugues égaux sont respectîvemont -parai' 
lèUs aux axes des coofdooaéeA , c'est-^à-dire , aux diant^ires con' 
jugués que l'on suppcwe être parallèles dans les deux preniires, 
ce qui démontre la propoaition anoonaëe. 

Si l'on suppose les axes des coordonnées rectangulaires , on aura < 
pour ce cas particulier , la proposition suivante : 

Corollaire. Si detix dUpses doM les ases sont rtipfttifê- 
ment peraiièles se coupent m quatre poiat^ ., ct$ ^ttetre pointé 
seront sur une même circonférence.. (*) 

Ce qui précède ne supposant aucunement que -les quatre coefE- 
ciens A, B , A', B' soient plutôt de mêmes signes que de signes 
diiFércns , il s'ensuit que la proposition a également lieu , lorsque 



[*) Ce cal pBTticuUor avait été proposé par K Gérard qtiî en avait fourni 
nne démoiutration aues simple que nous aurions mentionnée ici , si celle que 
l'on vient de voir ne *e trouvait la comprendre. 

J, D. C. 
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]si tourbes âonnëes , au lieu d'iitre deux ellipses î sonit deux hy^ 
perboles , ou bien une ellipse et une hyperbole. Enfin l'un- des 
deux coefGciens Â y B ou l'un des coefRcicns A' , B' pouvant 
Être supposé nul ; il s'ensuit que 1» pioposilion est encore vraie ^ 
^lors même que l'une des courbes données ou toutes les deux sonL 
deux paraboles. 

Si , au lieu de maltipliei respectivement les. équations (i) pav- 
B'—A' et A~~By on les eût multipliées par — A' — B' et -\-A~^B ; 
l'éauatîon (3) eût été celle d'une hyperbole ëquilatérale rapportée 
î deux axes parallèles à deux diamètres conjugués parallèles eux- 
mimes aux diamètres conjugués que l'on suppose être parallèles, 
^ns les deux premières courbes ; ce qui peut fournir de Douveaus. 
théorèmes^ 

THÉORÈME n. Si trots eUîpsoTdes , telhment sîiuh dan» 
f espace que trois diamètres conjugués de Pun quelconque soimt 
respeciit^ement- parallèles à trois diamètres conjugués de chacun de» 
dtu£ autres , se coupent en huit points ; ces huit points seront à 
la surface d'un quatrième ellipsoïde dans lequel les diamètres coor- 
jfagaés égaux- seront respectivement parallèles aux diamètres conjuguin 
fue l'on suppose être déjè parallèles dans les trois premiers. 

Démanstration. Soient pris- lesaxes des coordonnées respectivementi 
parallèles aux diamètres conjugués que l'on suppose l'être déjà dan* 
Iles trois ellipsoïdes dont U s'agit; les équations de ces «UlpaoïdeK 
Mront dto la forme- 

^ x^-^-B y*^C z^zD' x-^îE y^zF z^K =o , '. 
J*x^-^B'y'-^C'z*-\-2D'x^2E'y-\:zF'x-\~K' =0 , (1.)^ 

A/'x^^B'Y-^C"i^-^^'^-\'^^'W-^^^'*+^"~'^- - • 

W^t, il oit oonna tpa , lorsque trois surfaces sont rapportées aB& 
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tnSmes axe) , toute combinaison de leurs équation^ appartient ^ uire 
«laatrième surface qui contient les points d'intersection des trou 
premières. 

Soit donc prise la somme des produits respectifs des équi- 
lions (i) par 

'A"B~B"A-\-B"C~~afB+Ci'A—A"C , 
A Bf~^B A*-\-B C-^C B'+CiA'—A €' -, 
il Tiendra , en rëduisani , 

iAB'C"~AC'B'^-^CAœ'^^BA'€»'hBC'A"''CBU^O»' 

'■^AB'a'^ACfBf'-\-CA'Bff~BA*C"+BC'A"~'CBW^j* 

JtiAB'C"-'AaB"+CA'B»^BA'Ùf-^'BCU"^CB'A'^H* 

4- Etc. . . . =o î 

i^aation d'une sorfaee qui contient les huit intersections des troU, 
premières ; «r , on voit que cette surface est un ellipsoïde dans, 
lequel les diamètres conjugués égaux sont respectivement parallèles 
aux axes des coordonnées « c'est-à-dire , aux diamètres conjugués 
que l'on suppose être parallèles dans les trois premiers ; ce qui 
démontre la proposition annoncée. 

Si l'on suppose les axes des coordonnas rectangulaires ^ on aura ; 
pour ce cas particulier , la proposition suivante : 

ÇOROiJUlOM. Si trois tUipsoïàes , uUement situés dans Fespae* 
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^e îeur^ axes soient Tesputhement parallèles , se eovpen'i en %mt 
points ; ces hrnts poinu seront à la surface J'ane même sphère: 
On poorrait faire îci àes remarques analogues & celles qui oat 
été faîtes, sur le premier tliëorème ; on par?iendratt ainsi à établir 
C[ue les trois premières surfaces peuvent être trois surfaces ouet- 
conques du second ordre , et que la quatrième peut être une quel: 
conque de celles d'entre elles qui sont pourvues de centres. 



QUESTIONS FROPOSEES. 

Problêmes de Géométrie, 

L \Jif demande trois- cercles feT» que chacun d'eux toucBe Ts» 
deux aubreS' , et qui Mti^&sstnt de plus a«uc conditions snivaate» ; 
x." que les points de contact de l'on d'entre eux arec les deux 
Mitre» soient deux points- donné»; a.* que ces deux demies» tau-* 
cbent une m^me droite- donnée î 

I|I. On demande trois cercles A , B « C . tels que chacun d'eux 
louche les deux autres , et qui satisfassent de plus aux condition» 
mÎTaotes : i.** que la point de contact de A et fi soit un poual 
donné -f 2.* que A e* O soisat langeas i- vne mteie droite d<H)Bée i 
3." que B^ et Csei^nt aussi tangeos à un*, mémt droite dena^r 
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ESSAI SUR usa HUNCIPEStDU calcul DIP. , etc. a» 



ANALISE TRANSCENDANTE. 



Essai sur un nouveau mode d'exposition des principes 
du caicul différentiel; 

Far M» Sektou , professeur aux écoles d'artillerie, (*) 



m A mesure que ( l'analiK ) •'ëtend et •'enrichit da 
M nouvellei inëthodet , elle devient pliu compliqua, 
» et l'on ne peut la «impUfier qu'en g/nëraliastf 
w et en rëduisant , tout i U fou , les mé^lhodes qui 
M peurent être «uKepliblet de ces avantage*, n 
( Wieani^ue antditi^, P'S^ 338. ) 



1. «I E commoice p«r fixer ijucil^nes DOtattons et par donaer qnelcpes 
définitioDS. 

J'exprime 

* Par îz^ fz , Fz , fx des fonctions qaeîcontpies de la qaan- 

Hkié quelconque z : je tes appelle Fonctions monômes simples^ 

Par ifz , ffFzf des fonctions de fonctions de x :. ce sonl 

des Fonctions monômes composées. 



<*) Ce qu'on va lire eit , en subManu , exirut de deux m^inoirei , mr Te <i&- 
veloppement dei foncticnt en a^aa , par U EBëtibode- âîAÉramtielIe , ^sentes Ji 1» 
premièce cUate de l'intHtut, le i-*'*', Tcra U iin de iSoS, le :i.'°*, en 1809, eC 
^i ont reçu rappr<ri>alion de h chkM? , tur un rapport de^ MIL Legendre et 
Lacroix, en daie du S dloctobi^ \%\*, 

Tom. y, n,* IV, 1." octobre 1814. xi 
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Par fz , fz , Vx , fz , ta fonction marquée par f , pme 

successivement i fois , zfoîs , 3foîs n fois , de la quantité z: ce 

sont des Fondions monômes du i" , du 2* , du 3* ,..,.du «."• 
ordre : a. est Vexposant de l'ordre de la fonction. 

Par f"'z, f"*z, r~"z, des fonctions de z dont la définition 

complète çst donnée par l'équalloQ générale 

ff-"z=f-"P'z=z : ' (i) 

ce sont des Fonctions inverses ou à'Ordre négatif. 

Si la quantité sous le signe fonctionnaire, c'esl-i-dire , le sujet 
de la Jonction , est polynôme , on la met entre parenthèses. Ain*! , 
4(a-\ - z) -dés ig ne la -fonction f -du binàme o+z. Lorsque le sujet 
de la fonction est regardé comme complexe, on emploie, avec les 
parenllièses , des virgules interposées entre les sujets- partiels. Ainsi 
f[s ,,(h-\-y) , z,...] exprime la fonction f des quantités x, b^,z,... 
'Si fz — z\ c'est-à-dire , si le sujet n'est pris qu'une fois, la 
' fonction, f est le facteur i. Si fz=az , ou si le sujet est pris a 
ioi5,..la fonction f est. le facteur a. 

En supposant que le sujet z soit complexe , par exemple, 
X— f(jr,y, ), St fj étant des quantités variables , ar- 
bitraires ou indépendantes qui reçoivent respectivement les accrois- 
femeos invariables ou constans quelconques », fi, , si on ï 

fz = ^(j4-«,^js ) , 

la fonction f est ce qu'on appelle Vétat parié de z. .Te propose , 
avec Arbogast ( Calculs des dérivations , n.° 44= ) de designer celle 
fMKtion particulière pDr--la--^ettfe £; et -j'adopte -les déâuitiona 
suivantes 

g- z=f(x+* , y-^-fi ,.....) . 1 

E-'z=i>ix-»,y~p ) , ) (3) 

£''z=f{x-\-nm,y]-n$, ) . )■ 
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. Si £g — E z — z, la fonction .f est ce qu'on appelle \» différence 
de X, à laquelle est consacrée , depuis long-temps , la lettre A^ 
Ainsi , on a les détinitlons 

Az=Es— z= *(*+- , y^? ..... .)— <:r , j' ) . C3) 

On conclut de là , sur-le-champ , cette autre expression dé l'étal 
varié 

Ez=z+Az . (4) 

Quand le sujet z est complexe, on a souvent besoin d'exprimer' 
que la fonction f n'est prise que par rapport à un seul su/et par/îei. 
Si donc l'on veut exprimer que la fonction f n'est prise que par 

rapport i jt , on écrira — z ; si la fonction ne doit atteindre que y, 

on écrira — z, et ainsi de suite. —z , — z ..... sont doncles /ojuv 

y ^ y . ..^ 

iîons i partielles de 2. Ainsi , tétant un facteur, on aura la dé&: 
nitioo suivante du facteur a partiel 

•^z=Ka*«r"— )' 

Dé mtoier d'apri» (s), (3), oa aura le» définitions suivante» c^» 
itatf pariés partiels et de» à\fféreatê^ partielles ■ -, • ■ 

--x=f(H-«-,r ) î -r'=K^>y+'»fi'"-)s 

X y 

lz=f(-»4-,r"— )-.*:<^.'.r»'— )=-^^ ; \ ^ 

f^js. est touiour» égal & x/ car, rexpression elleHooém» indique 
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^uVut ne prend pas la fonction f de x , et par conaèqueiit <m% 
cet ^gard x ne subit aucune modification. Ainsi 

E" E" 
*=:ff'>z=E«x=A«x= -—«=—*= (6) 

Toute fonction inverse admet nn complément ariitraire > lorsque 
Ja fonction directe du i.*' ordre a la propriété d'annuler dans sdh 
sujet certains termes , ou d'y rendre égaux à l'unité certains facteurs. 
Ainsi, par exemple , la dlflérence A annulant , entre autres, les termes 
constans , la fonclion inverse A' '2 prend , i cet égard , pour com- 
plément additionnei , la constante arbitrais A. 

On a coutume de designer par Xz , £*x , . . . . X'z , des fonctions 
de X qu'on appelle intégrales , et dont la définidon est dans l'équition 

A''S"x=£"A"*=r j 

«t , eomme on a aussi (1) 

A''A~*i=A~"A''x=»z î 

il s'ensuit qus 

Ï«,=A— * , <7) 

Par la mime raison, L étant la ootattAnda logariibmc Bâtard, 
et t celle de la base du système, on aura 

LL-'x=w^a-*» î L'L-»x=x=L'*«* ; 

Donc ausû 

«r=L-'x ; *^=L-»x j..... (8) 

Od trouvera de m£me 

Sin.-V=!Arc,(Sin.=:x) ; Tang.-'<s:dre.<Tâng.=sx)(,,.. (9) 

^ op a 
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x=Sin,Sin."'z=Sin.Arc.(Sin,=x) 
=Tang.Tang.-'x=TangArc.^«ng.=x) ; 

Pour prévenir toute mëprî«e , le produit de Sx par ff sera repré- 
senté par £7 ./y. L'expression îxfy signifierait la fonction f du 
produit de jr. par fy. La puissance n de ix sera indiquée par (îx)\ 
L'expression fx" désignant la fonction f de la puissance n de x* 

% Soit 

^z=fz4-/*+fz4- î <io) 

c'est-i-dîr« , cupposons que la fonction F de < est telle que , pour 
la former, il faut, Ji la fonction f de z, «/oitftfr( algébriquement ) 
une seconde fonction /de la même lettre, puis une troisième marqué* 
par ^ , et ainsi de suite. lia fonction F est alors de la classe dea 
Jonctions polynômes. On peut indiqner cette ^gniêcatîon de U 
fonction F par une notation très-expressire , qui a le grand arantag* 
de periBejire de traiter les fonctions polyndines comme dea fonctions 
montâmes , sans perdre de Tue de quelle mamire elles sont com^ 
posées. On écrit pour cela 

Fz=(f+/4-H-....)*l 
U en résulte qu'on a aussi 

rr=(f+/+H-. •■••)•* . (-0 

6i F' est une autre fonction polyndme de k % donnée par l'équaUcn 
F'z=(f'+/+#'+ )« , 

on pouTTft ausû exprimer qu'on prend la fonction F' de Fx ; ca 
éciivaqt 

F^x=(f'+/+f'+M.XH-/+H-...>; <") 

«t tion de suite. 
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Rien n'empèclie qu'une, plusieurs ou toutes les fondions mo^ 
némes composantes ne soient des facteurs. Dan» le dernier cas , 
après en avoir averti, on saura, sans équivoque (ii), (12^, que 
-F2, F^z ,.... sont les produits de z multiplié par le polynôme 
f4-/+<>+...., ou par le produit (f'+/H-^+....Xf+/+f+.-.)- 
3. Soit 

Kx-^-y-^..,.)=^x+fy-\ (i3) 

Les fonctions qui , comme f , sont telles que la fonction de la 
somme ( algébrique ) d'un nombre quelconque de quantités est égale 
à la somme des fonctions pareilles de chacune de ces quanUtés > 
Seront appelées àistribtUives.. 
Ainsi , parce que 

' j(*-hH--0=''*+^r+—.- E(H^^....)=Ejr+EH-....î_ 

le facteur a , l'état Tarie K»*... sont des fooctioDS distributircs ^ 
mats , comme on n'a pas 

'5in^ar+j'+-0=Sin^+Sîn,y-4-... ; L(j+r-f...)=Ljt4-LyH''"» — 
les sinus, les logarithmes naturels,.»., ne sont point des fonctions 
distrihutivef. 
4. Soit 

f/r=/rr . 00 

Les fonctions qpî ^ comme f et y , sont telles qu'elles donnent 
des résultats ' identiques , qùet que sOit l'ordre dans lequel on les 
j^lique au sujet t Seront appelées commutatwes entre eUes, 
Ainsi » parce q^u'on a 

aSz=haz ;. aEzss'Eaz;.,,. 

Je» facteurs constans a, S , le facteur constant «- et l'état varié "Ep 
sont des fonctions commutatires entre elles; mais comme, tf étant 
toujours -constant et x vanihle, on n'a pas 

Sin.fli — ^gSJDj t £drz=;v£< £ Axz^sùx ; : 
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il s'ensuît que le sinus avec le facteur constant , l'état varié ou la 

différence avec le facteur variable, n'appartiennent poinr i la 

classe des fonctions commulatives entre elles. 

5. On recueille de ces simples notions plusieurs thëorimes imporlans. 

SI deux fonctions simples f , ^ sont distributives , la fonction 
monôme composée sera aussi distribulive ; car puisque , par hypothèse 

on aura évidemment 

Il suit de là immédiatement que les différens ordres d'une fonction 
distribulive sont aussi des fonctions distributives. 

6- Si les fonctions monômes (>y% 9, composantes de la 

fonction polynôme F sont distributives , la fonction polynôme F 
aura aussi la mémo propriété \ car, d'après la détiaition (lo) ou aura 

F(»-tT)=f('+r)+A*-b')+»c*+r)+--; 

mais , parce que î , f, 9, sont distributives » cette équation deviendra 

FC:r-+-/)=fxH-/r+#x+,.,..H-f^/j+*y+...-=F*+Fr. 

On dira la mfime chose (n.* 5) des différens ordres F" de la màme 
fonction. 

7. Si les fonctions f , / , f ,.... sont commotatives entre elle» 
deux k deux , de manière qu'on ait 

f/z=:JÎ£ , 'Uz^-Piz , f*Z = P/z , î 

«t si Ensuite, ayank pris an certain nombre n de ces fonctions,' 
on en forme toutes les fonctions monômes composées que peut 
fournir la permutation entre eux des n signes fonctiimnalres , toute* 
les fonlions monômes composées résultantes seront équivalentes. 

Ainsi, par exemple, si l'on prend les trois premières i^ft ^t 
m aura 

{f9z=.JÏ9z^t^z=9fft=f*U-pfh , 
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Pour le décnoalrer génëraleneot , considëroiu la foDctkm mondnw 

/....ff*F....x 

on poom y sans en changer la valeur , permuter entre elles deux 
lettres fonctioanaires consécutives quelconques ^^i'f par «xemple. 
Car , aoit 

F *=/, 

on aura 

f+F z=H/ i 

or f par hypotfa^e , 

âoac 

♦^F z=^*F z î 

cl , en preniDl « de part et d'autre , la fonction composa. 

/. M'F *=/. f*fF ^ . 

II suit de U que chaque lettre fonctionnaire peut être amenée h 
quelle place on veut de la conbînuaoo première , et partant qu'oD 
peut faire* subir aux lettres fonctïonmires toutes les permatation» 
possibles , sans altérer la valeur de la fenction composée. 

On conclut évidemment de ce théorème qoa si, avccles lettre* 
fonctionnaires commutatives entre elles deux i deux f, /,t,,.^. 
<M forme, 4 rolonté , de nonTellçs fonctions, composées de deuz^ 

de trois, lettres, telles que f/z , HFx , toutes celles-ci 

seront aussi commutatives entre elles et arec la première. 

8. Si f et y sont commutatives entre elles , elles le seront avec 
leurs inverses qni seront aussi commutatives entre elle*, c'eai-à- 
dire , que , si l'on a 

M aur» aiust 

if>z=f'U , Jf'z=S"/t ; {-'J"x=f'f'z . (fS). 

Ett effet » oa a (i^ -- - 

ja-u 
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or. (.5) 

yrf-x=f/t-'^ i 

doDC 

<ft, en prenant de part et d'autre la fonction f"' , 

fi-'z=i-'fz . 
Ceat le premier des théorèmes (i6), et le deuxième se d^moQlreiaÎ4 
de la même manière. Quant au troisième on a (i) 

et , d'après le premier des théorèmes (i6) , 
/-'!-' fz=l"f-'fz ; 

laquelle devient le troisième théorème (i6}, en y changeant /z enr; 

9. Des théorèmes ( n.*" 7 , 8 ) on conctut , sans discussion , le^ 
formules qui suivent. 

Quand iff,f ,... .étant commutatives entre elles, i(, m, n,.**» 
•ont des nombres entiers positifs ^ on a 

ffz^^^f^Cz î (17) 

puis , en désignant f.Jz par 9z ^ 

•nfin , en désignait fy^ pat 't'x f 

4*i=i*y**z=/»«i<«2 . (19) 

to. Si les fonctions menâmes d'une fonction poIynAme sont \ ît 
fois dislributives et cowmuiallves entre elles , tous les ordres de- 
là fonction polynôme seront des fonctions distrîbutîveS' ( on le saie 
déjà d'après Le n." 6 ) et commutatives , non seulement avee le* 
diiTërens ordres des composantes , mais aussi avec tous les ordres des 
fonctions distributives q^ui sont commutatives avec ces dernières. 

Soit 

Tom. y. 9^ 
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rz = !z+fz+ ; 

«t supposons que les distrîbutives f , _/",..., soient commufttîvcs tant 

entre elles qu'avec une distrîbulive qiioicortqiie f. On aura (n." 6} 

fFz=:f'x4-f/i+ =i'z-{'Jïz+ =Ffz . 

On trouvera de même ■ 

/Fz=FA ,...., çFr=F?2 . 

Ajoutant à cela la ronsiJifralion fonrnio par la formule (17) , la 
proposition se trouvera tomplèlemonl d['niuntréc. 

II. 81 ItS fonctions moiiuiiies de deux fonctions polyn<^mes sont 
Jisinbulives et commiitalivcs entre elles , les deux fonctions poly- 
nômes seront dislributives ( n.° 6 ) et comtnutatïvcs entre elles. 

Soient , en effet , 

Fz=fz+/z+ i F'z=f/z+/z4- î 

on aura ëvidemmsnt 

FF'z=ff'z+fAH-...-+yr'^+^z+.... ) 

(ao) 
F'Fz=:rfz+fy"z+....+/fz-f//z-(-..,. J 

«T , d'après l'hypothèse , ces deux développemens sont composé! 
de termes identiques deux à deux ; on a donc 

FF'^=F'F* , 
Si l'on fait ensuite 

*n supposant f^ ^' ,.,,. dijtributlves et commutalïves entre elles 
et aiFCc f, y,...., f ,^»...-; F'' sera commutativc avec F, F'; 
«t par conséquent on aura (n." 7 ) 

FF'F'/z=FF''F'z=:F'FF''z=F'F''Fz=F''FF/z=F'T/Fz; 
«t ainsi du reste. 

i2. Le déreloppement des fonctions monômes composées^ telles 
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que FF'z , FF^'^z , (n.*' il ) dont les fonctions simples son! 

de» fonctiotis polynômes, lorsque d'ailleurs les fondions monômes 
qui composent ces dernières sont dislributives et commulalives entre 
.elles, ne présente aucune difBculté. On a , dans les «équations (20) , 
le type de celui de FF'^; on passe, par le même procède , de 
celui-ci à celui de FF^F^'z , et ainsi de suite ; on sait donc dè~ 
velopper les Jonctions comprises dans la formule 

FF'.. ..z=(f+/+....Xf'+/+. .••)••-=. C=i) . 

Le développement général d'un ordre quelconque F''z d'une fonction 
polynôme Fz , aux fonctions monômes distributlves et commufatives, 
ressortît à la théorie générale du développement des fonctions e» 
séries, duiit nous allons exposer les principes. 

i3. Je suppose qu'on ait respectiretnent 



J'écris la Euîte indéfinie d'équations 

F *=F -+f x.F' X y r 

F' xé=.F' ii-\-f X .F" X , ( , ,, 

F"x-F"-^-\-9"x.F"'x r ( 



("> 



'^uattona que je rends identiques ^ eu supposant ; 

„ Fx— F»' „ F'x— F';a ^ F"*— F"y- , . 

S'xzz. , F"x= — -—^ , F"fx^ -,.... (24) 

Je- prends la somme' des^ produits- respectifs- de» équations (sS) 
par \ f ^x y fv.f'x, ^s.^'x ^'x i , et j'obtiens , en réduisant, 

F^sF-H-f-f.F'^-ffo:.^^ V"r^Px,^x,¥'x.F"ii-ir...^ (aS). 
Les équations (24) donnent ensuite,, sur-le-champ. 
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F»— F. ^, _ F»— F. ^^ Ff-F. 

f> 



F'/i= 



Fy-F. 

, rV= — > ' »- 



F.,= !Vi!ï , p,,= -J^ . F..= !!:^ 



F'"j= - 



T"—Y'y 



, F"'{= 



F";-Fv 
TT"' 



(26) 



Or, «Se celles-ci (36) on tire facilement les cocfGciens F'^ , F'V. 

F'^'j de l'équation (:i5) , exprimés par les seules fonctions 

F» *, ^t *"f"- <les constantes », fi, y On a, enellel, 

(FS-F.) 



F' >=- 

F",= 

T"'t= 



(Fi — F«) (Fs— F») 
fy.f'y 9A-fy ' 

(F>— F.) (Fv-F.) (F^-F.K»'»-»'») 



ft.fl.f't n-fy-r* ♦».»'•'.♦''•♦"' ' 



(="?) 



Voi'& la série (s^), de forme Iris-g^néralc , établie anal'illque*^ 
ment , par un prccédë fort naturel et qui a l'apparence de la plus 
grande simplicité ; de sorte qu'il temble qu'il n'y ait plus qu'à 
descendre de là aux diiTérens cas particuliers. Mais «o a bientât 
remarqué que ce procédé présente aussi de graves înconTéniens. 
Le premier est de conduire péniblement , même dans les cas les 
plus simples , i la loi qui règne entre les coeHiciens F^^i T"y t,...; 
le deuxième , et îl est majeur , est de ne rien donner dans le cas peut- 
élre le plus utile , celui de l'égalité, en tout ou en partie , entre les cons- 
tantes «, ji ,,..,; car , alors les coefHciens prennent, tous ou partie , la 
forme indéterminée ^, C'est ce qui a lieu , on particulier, quand toutes 
les fonctions ^x , ^x , . . .'sont égales , et par conséquent lorsqu'il s'agit 
de développer F:r suirantles puissances d'une autre fonction fx, ou bien 
encore, quand les fonctions f«, ^x ^ étant diflereniçs le» qnes 
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îles autres , sont toutes de la forme s"^jr. Cependant , apr^s un' 
ejtamen réfléchi , on reconnaît que ces iDconvéniens ne sont pas insur* 
mootables , et qu'ils disparaissent quand on inodiBe un peu le procéda ; 
et , en particulier , quand on n'attaque pas d'abord le problèmft 
gdnëral. Voici ce que. j'ai trouvé de plus simple à cet égard. 

i4> Dans F(x-\-y) je considère y seule comme variable, ayant 
m pour accroissement arbitraire et constant. J'écris l'équation identiqu» 

laquelle , en faisant 
devient 

T(^+r)=Tx+r/r. {29) 

Je prends les diAerences successives de l'équation (29) , par rapport 
i y seule / et pour cela je ha observer qu'en général (3) 

f u bien 

«près quoi j'ai suceesuvemeat 



4'où je tire , par transposition , 
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^= — -" ^^ . 






(3.) 



prenant enfin la somme des produits respectifs de ces équations (3i)paB 

rt-i-+-) ■ y(j+-)(r+") 

' ' la.» ' I.a.3..- •••••• 

il vient en réduisant , et ayant égard à l'tîquation (29) » 

oa bien » en transposant » 

Fi=F(»+r)- ^ AF(«4y)+^^^A-F(xf/) 

-'-^^^rË?=^^"i'(,+r)+ (3.> 

On jreut, donner à cô dévebppement plusieurs autre» fonnes tril- 
remarquables. 

D'abord je fais a-^y=p ■ relation qui donne , parce que * est 
constante , 

' A[ar+y)^Ay^Ap^M ; 

par conséquent^KexETessîon ATrar-l-y) devient évidemment A"F^, 
les diiTërences- étant prises pat rapport à p qui varie de « ; oa 
& ainsi . ' .. 

.-•■•■". '^ La.»»- '^ 



K.a.ï.*^ 



-A'F^.+ (33y 
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Dans ce nouveau développement , je change x en x-^n* ; alors le 
premier membre devient (3J 

F(xH"n .)=£"?* ; 

Jans le second-, x — p devient x — p-i-n». Après cela Je change p 
«n X ; alors Ap devient. A;r, et A'F/j devient A'Fj; ; les diffé- 
rences étant prises par rapport à x <jui varie de • ; tl vient ainsi , 

l;"F;r=r(:ttn-)=F»+/,AF;t+".^A'Fa+7 -^ . ^A'Fïf... (34) 

Ici je fais n»^=im ; d'oii «= — ; et j'ai 

F(^+'»)=F^+ ^ AF^+^ A-F^+ """-;'3'"-"' A'F:r+.. (35) - 

Dans l'équation (35) , je fais jr=o ; ce que j'exprimerai , rela- 
tivement aux fonctions F;r ,..,. A''Fj? > en écrivant FjfQ,.>.A''F3'^ ; 
puis je change m en x ^ et j'ai 

F«=F^<,+^ AF^.+"-g=^A-F^.+ '""~"r;"' A'F:r.+.. (36) 

M " 1.3.*» " 1.2.d,«l ^ 

i5. La série (33) est aussi donnée par le procédé du n." i3 ^ 
quand on fait 

^x^=.x—~p î ^x=zx — p—* j ^'^x—X—p — 2« ; ; 

mais il est hien pliis dîJËcîle . d'arriver à la forme générale et bien 
simple A'''F/7 qui comprend tous les coeiKcicns. On conclut sur-le- 
champ de cette série la possibilité du développement de Vx suivant 



I)-* i3 ne donne rien i cet égard. En effet, les produits 
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«—7» fj-^)(a?— p— ■) fj— p)(jft-y— «)( ;» — y— an) 

iftant déretoppës , sont tons de la forme 

de sorte qu'après ce dëveloppement , il s'agiiraît simplement d'ordonner 

par rapport aux puissances ( j, (~~~ ) i ; et , sans calcul, 

on aperçoit dëji que le coefficient de la première puissance • 

serait la série 

Il ne serait même pas difficile de tes- déterminer tous d'après celte 
seule considération ; mais il sera plus court d'en faire la recbercb» 
par un procédé analogue k celui qui rient d'èlre employé ( n.* 1 4 V 
D'aboïd je prends la somme des produits respectifs des équa- 
tions (Ji) par +1,— .i^ +7» — 7» +••■••! « l»" donne, en 
léduisant et multipliant par <r, 

.j5-=AF{H-x)- iA'F(x+y:+^A>F:x+x)- 

-ïWï--.^-/r+i^'/x- l (38) 

Ici je fais 
■atatibn d'après laq^uelle on aura 

A/r~iA-jr+\A'/r- =ifx .- 

at,en générât 

Az— {A'zH-;A»i— ....=d* .. (39> 

CTeab Ia «tétinitToa complète, dfune oâaTelle: fooctioa de ^ ^ pory^ 
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ndme et même infinîtinàme , en général , que j'appelle la diffé" 
renlitUe de z. 
. H s'ensnit , sur-le-champ , que' 

Adz-iA»dz+|AMz— =i'zy 

et j en giEadral 

Ad''z-;A'd"zH-iA'd"z- =d«+'z. (4<->y 

d*z , d'z d"z , sont les diffèrentteUes de dtffèrens ordres de Zr 

Cela étant , l'équallon (38) devient 

./y=dF(*4-r;-r'i/r ■ (40 

Je prends les diiTéreoces successlres de ceirc-ci> et j'ai , ea égard 
i la formule (3o) , 

mA/y-a A^{x-^yy~ «d //— Cr-+- -)^ <î/V ."■ 

-Ayy=A'dF(aH-j)— 3-Ad/y-.(r+2-)A»d/y ; 
^'j^^=A*dF(j:+/)-3«A'd//-(j'+3-;A'd/)' ,. 



Je prends la somme des produits respectif de ces équations par 

+1 »•— rj+7i — ....et j'ai , en rciduisant 

«(A/r- iA-^+iA'/y-...) =AdF(*+)')- îA'dF(3:47)+f A*dF(ar+r)--- 

_.d/j_r(A<T/r- rAM/y+i4'd/r- ) , 

équation qui , d'après les notations £xées (89) , (^o) , devient 
•a bren 

2^/r=d'F,>47)— rd^/r • U^)' 

Je fais sur celle-ci les mêmes opérations que' sur l'ëquatioD^ (40 r 
c'est-à-dire , que je prends la somme des produits respectifs de 

aes difien-nces successives par +r , — {, *^~7> — *^* ^**i ""'^ 

ikoah.c , en réduisant , et ayanl toujuuM ^{jard aux Dotations (891 , (4o) ^ 
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3.d/y=d'F(x+r)-rd'/y . <43) 

X^e proc^<( détaille pour passer de l'équation (40 ^ l'^qaation (At) 
■sert évidemment de formule pour passer de celle-ci à l'ëqualion (43) , 
puis de cette -dernière k une nouvelle , et ainsi de suite ; de sorte 
que c'est par une induction rigoureuse qu'on obtient la suite in- ' 
.définie d'équations 

3«l'/y=d'F(»+y)-^<l'/r . 

4.d'/r=d'F(«+r)-r<i'/r s 



£n prenant la somme de leurs produit) respectifs par 



M ' . 1.3.*'' ' i.a.3.-' ' 1. a. 5. 4.»» **""** 

il vient, «n ayant ^gard.à réquajiop priipiîiye (29), 

F(Hy)=FH T'^^'.'^ri—^rJ'n'^y^^i'n'^y-: ' 

d'oi^. en Iransposaht , 

F;r=F(x-hy)_ Z <lF(x+>-)+ ^_ i-n^+yy- Txb i'n''+y)+ «4} 

Série bien analogue avec la série (32) et qui , comme cette der- 
nière , prend, d'après les mâmes procédés , plusieurs formes dif^ 
férentes , savoir ; 

Fi=F^+!;^'dF;,+ e=^d-FM-|^dT/M-..., «5) 
M-"Vx=Vi,x-i-n.)=Yt+t dFj>f — d-F;t+-^i'F*+.^ . (46) 
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r»=F*,+ l dFx.+ -î^d>F»:.H— 4-; il'F«,+... (48) 

i6. Je m'empreue' d'appliquer ces formules- an) d^TcloppemeDr- 
dès- diSérens- ordres d'uQ& même' fonction. ' 

So!c 

FiŒf'i i 

la. difFffrenee- constante* de- x étant •> , on- aura (3)' 

Sî la fonction ^ est dîjirihuiive ^ cette- expression se cbangeia en> 

Admettons- l'hypothisev et faÎMiu' un' moment 

p'z^t^fz . (5o)" 

D'àpria lea tWorème* ( n."' 5 , 6 ) , f* et y seront; des- fonction*' 
(Uêtributires ; et ^ au lieu- de (4g) , nou5' auronS' 

pnu'f. en* prenant la difT^rcnce' de' ceUe-cî ^ 

À»Fj=ff*^+^z-#t/i=#*Cf-/«-/z) . (5i) 

Si là- fonction ^' est commutàiief arec les- facreui» cûnslans ,' elle' 
le sera-4usst' , en' vertu- dà- théorème' (,n.<*' lo)^,- ave&' W- fonction' 
Binàme f, (5o) , c'est-à-dire, qu'on- aurai 

Admettons' encore- Iliypolhèse ;: parce' .que jf est' diitributÎTeV nvus^ 
aurons > d'après (5d) ,. 

«iui',, rèqnatjoai (5i) devienti 
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0n trouverait de Riéme 

A*F*=:fTz . ù^^x-^f^z ; 

et , par une iiiduclioa manifeste 

A«Fjr=py"z i 

expression qui , si l'on veut faire usage de U notation proposée ( n." 3 ) » 
devient 

A"F;i:=9->-— J^"* . (53) 

Or , on a (G) 
donc, par la formuJe v^G) , on aura 

yx=.+^{«-->+^(>-— )-x+ ""7;;^7"' («--)'x+..: (53) 

Actuellement , d'après la dëBnitioQ (Sq) et h formule ^5=) , qn 
trouve 

dFjr=AFj:-iA'Fj:H-...=#'[(f'*-i>-Kf''-0'^+T(»*-0''-"*] {H) 

Je désignerai , en général , la fonction polynôn» , qui est ici entre 
parenthèses , par L^ *z -, L sera ainsi la notation d'une fonction 
déterminëe de f'z , dont la déBnltion compUte sera donnée par 
l'équation 

J.f'x=C?*^i);:— i(^— i)'z+K^*— O*-^— ■ (55) " 

La fonction L s'appellera logûrhJtme et L?'z sera une fonction 
monôme composée qui s'énoncera : logarithme, de f" de z..II est 
ciaù ( n.^ lo ) que la foriclion Lf* est non seulement dJstributive , 
mais commutative avec la fonction 9 et le facteur - constant. Il 
p'en est pas dç piéme de la fonclioB simple L. 

Aiisi^ l'équadon (04) devient ■- ■■ ; ^, 
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De cellc-ci on conclut sur-le-champ 

a'Fj;=^(L*»)»z , d'Fs=f\Wyz,.,,.à'^Fx=ip'(l.9'y"z ; (56) 

par consi^uent . en faisant ;r=o dans F« , àFx^ d"'Fx t ona, 

d'après la formule (^8) , cet autre développe ment de 9*z : 

f«z=z+ f. L^z+ ^, t^^")'-=+7^ï (L**)'z+.,.. (07) 

Tirons quelques conséquences emportantes. Dans (67) l'accroisse-', 
ment m étant arbitraire , je le fais égal à l'unité, et j'ai 

^z=z+~- U'z+'^(Lpyz-^{L9yz-i-.... (58) 

Je compare celte expression, terme. ^ terme , -aTec celle de l'équa- 
tion (57); et, parce que x est absolument indéterminé, j'oblieo» 
la relation 

-Lfz=L»"« . (59) 

Soit y nne fonction distributÎTe et commulatiTe avec f -et les 
facteurs constaos •, prenons de part et d'autre de l'équation (58) la 
fonction y , nous aurons, eu égard à la formule (i8> n," g)^ 

/V^=(/'fA=/*H-7/'L#z+^/'(L*)'i4- 

Développons chaque terme du second membre de celle-ci , par I* 
at£me formule (58) , et nous aurons visiblement 

(J<p)'z=z+.x-L/z^ J2<^f)'+ 

>xL*z+2^(L/)CLt)z+.... , ^^, 
(60) 

-+- Z-(Lf)»z+.. 
H-.. 
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d'aîltcurs ^ toujours, d'après ( 58 ) , od a celte autre expression 

C/-*;>z=x+»{L/»)2+î^^(i/»)-z+..... i 

donc , ea comparant lerme- i term& avec (60) ,. nous aurons ^ & 

cause- de rindëtetniinée ;r ^ la. relation 

V^isL/z+UjT - (61) 

Supposons 

prenons , de part et d'autre » la fonction ïnTerse- L'^t >t nous 
'aurons (i) 

et par consëquent , d'après la formule (S8) , 

(L-'^)'z^z+~^z+^'t"z+~^^'z+ (€a) 

Soient encore y et ^ deux fonclloos distributires et commiitalÎTeS' 
tant entre elles qu'avec les facteurs constans. } et x étant des- 
exposans. arbitraires , on a. sur-le-champ (1). 

jCrz=l.-lift'ft. (63), 

nais. (61),, (^) on a anssl 

dbnc' (63) on aura , en. employant la. notation ( n.9 3 )) 
y«'r=L-'(«I/-fïL»> ;. (64); 

et,, d'après (62), 

/"♦•i=i+(al/-f iL»>+— (uL/+xU)'z. 



(65). 



Faisons: quelques-- hypothèses- particulières ,, suc la. forme; de- Ui 
&nctîoQi tr-, et. d'abord, soit 
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m sappoMDt «=:i , on aura sur-le-clump , 'd'après (53) t (S8) , i(55) 

(.+/)'z=z+ j-fi+ -^ î=iA+ f "^ . '~-/'z+ 1 

C.+/)-z=z+^ ^,+/)z+^^ [L(.+/)]'z+....... [ (66) 

Soit 

•♦z=/i+fi . 
.Je pcenâs , de part et d'autre , Ja fonction Inrarse /*"' » «t j'ai 

iaquelle , «n faisant , 

/-'♦*=+* , /-'£j=Fi, 
devient 

«t d'après la formule (66) , j'obtiendrai 



*'x=*+ - L(i+F)-î-l — [L(i+F)]'i4-... 



L(i+F)î=Fî--F-î+ |-F=î- jP't+--- 

Dans celles-ci » je mets pour '4'^ et F^ leurs e;ïpres|ît{iM-4'h}^^sej» 
puis je prends > ilans la première «t la seconde , de part et d'autre, 
ia fonclien _/ et j'ai 
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f'=C/+0'î=/'î+ f Lfi+fZ-î/'î+îl [L(.+f/-)]-/'it... (67) 
L(-+f/-)î=f/-î-7f/-"î+jfV-'l— ■■- 

Soit 

On fera ft+V-î=Fî , et on aura (67) les d^TcIoppemens relatifs t 
♦•î=C/+F)'î . 

Dans ceux.-cî, 3u lieu des dUTdrens ordres F'^ , F'^ , on roettr» 

leurs 'dâveloppïmens doonés par les mâioes equsùous (67) , d'»pFè9' 

F't=;f+*;'t . 

On Tort , sans qu'il soit besoin d'insister , commtnt on arriverarf 
aux deux dëreloppcmens de l'ordre X de la fonction polynôme 
<[.uelconque , aux fonctions distrlbutives et commulatives i c'est-ii'- 
dtre , qu'on' saii développer la Conction 

♦"î=(/+f+F+'»-+ rt. ■ (68) 

17. Je vais appliquer ces gëiifralités aux fonctions données parla 

considération des di/Terenccs des quaiuités. variables « foactîOM que- 

l'appellerai fondions différentielles. 

En considérant ^ comme fonction des deux seules- variables a ty 

( ce que nous dirons potirra' s'appliquer sans pein« aux fônctîon» 

d'un plus grand nombre ) , ses foncttoas différentielles , totales et 

partielles , sont ( n." ' 1- ) 

„EE A A,d d 

Eî-.7î' jr; ^i> jt. jî; dî. -î, -ï^ 

|Qa Toît que , d'agrès la, notation proposée ( n." i, ) , pour lea fonc>- 
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lions partielles , en général , nous exprimons les àiETéreo ttelles ur^ 

. ,,. d d 
ttelles par — t , —' t 

Le» drBnilions des ft'nctions diiPrentieïïes lolaTes (3), (4) < (3q) , 
exprimées d'après la notation proposte ( n.** 2 ) pour les foiictioi» 
polynômes, seront 

£-^=(.4 A)''ç . . A\=(E-i;-t ; ■ ) , , 

Elles serviront de formules pour exprimer tes lonettons difFérentïello» 

partielles » en y cïiangeant simplement E , A , d en — , . — ', — ', 

E A J 
on en — , — , — respective m en f. 

y y y 

Ajoutons la formule qui <ît»blit la ceranyunîcation entre les fonc- 
tions totales et les fonctions partielles : c'est 

^^=T h' ('°> 

Elle est évidemment vraie ; car , pour avoir ^j:+« , x4'i*)=Eç, 
il suffit de changer d'abord y en y-f-iS , c'est-à-dîre , de prendre 

d'a&ord — Il ; ensuite ^ dans le résultat ^ de' cEanger x ea. a-^m ;. 

. "È ' ■ 'E ' 

c'est-À-dire , de prendre' TtStat varié — , selon s, de — ç' 

Cela pose , il est faci^e de voir d'abord que toutes les fdnctions- 

■ B K 
différentielles sont distrihulives.S.a effet , les. états variés £ . — , — 

X y 

k sont évidemment, ainsi que .les facteurS' conMass. Or , d'apris 

leurs définition» (69) ,- les differboces et différenliclles totales ou 

partielles sont des fonctions polyoàmes dont lea composantes sont 

4es ordres d'états variés et des facteurs con&lans ^ donc , en vert» 

Au théorème ( n^" 6)> ellevsont ellËS-mémes distributiyes. 
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En second lieu , tous les états variés sont commutatifs avec le 

facteur constant ; il est même très-remarquable que tout état sKii 

est commulalïf avec toute fooction d'ordre constant ; c'est-à-dîre ^ 

qu'on a 

„ „ , E E E E 

E«l=*E^ , - n=f - î , 7 *î= * J l- 

II est fort indifF^reot , «n eiTet , de changer d'abord x en x-f-o» 
par exemple, dans la fonction ^, puis de prendre la fonction f , 
ou bien de prendre d'abord la fonction f de ^ , pour y cbanger 
ensuite s en x-\-», il suit- de U que les états variés sont commu- 
tatifs, tant entre eux qu'avec toutes les différences et difTérentielles, 

En troisième lieu > les- différences et difTérentielles , étant commu- 
tatives avec les étals variés , et étant des fonctions polynômes com- 
posées d'états variés qui sont commutatifs avec les facteurs constans, 
seront, en vertu du théorème ( n.' lo), commutatives arec le« 
facteurs constans. 

En quatrième lieu , d'après la définition de la différence partielle 

* Il ■ . ' ^ ^ , « » . 

— ç, celle-ci sera commutative avec — ^ et - ^(n.*' lo), puisque 

ces dernières sont commutatives avec — r et les facteurs constans, 
* ■ 
En cinquième lieu, d'après la définition de la difliîrentielle pa^ 
d d 

tïcUe - \ , celle-ci sera commutative avec — ^ ( n." lo ) , puisque 

cette dernière l'est avec les différens ordres de — r et avec les fac- 

* * 

teurs constans. ' 

De toutes ces observations réunies, il résulte que toutes les fonctions 
différentielles et leurs différens ordres-, positifs ou négatifs , sont 
des fonctions commutatives * tant entre elles qu'avec les facteun 
foostanst On pourra y ajouter les fonctions intégrales 

si t r l l 
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tînsl que leurs dilTérens ordre»; puisq.ue ces fonclioDs ne sont qae' 
des différences et différentielles- d'ordres négatifs ( d.** t )• 

Ainsi , toute» les formules données dans l'article précédent sont 
immédiatement applicables à leutcs ces fonctions. On en recueille 
sur-le-champ plusieurs expr'essioQS abrégées 4ent voici les pins re- 
marquables. 

Dans la formu-Ie (46) , je mets ^ au Heu âe Vji ; je comparv 
arec l'équation (62), et j'ai 

E"î=(L-'d,X; ■ (7») 

et par conséquent aussi 

D'après les expressions précédentes et la ttéHnitioDP A"^(E^i)"{ 
(69J , on a sur-le-champ ' 

£n comparant les définitions (69) de la< différentielle avec la for* 
jnule (55) on obtient 

J",= [L(H-A)]"t=(LE)"î, Îî=[l(.+ ^ )]"î=(1' IJt^ 

Si, dans 1» formule A\=(E— 1)"^, on met, ato lieu de Ef, 
E E 
Fexpression équivalente {, qui elle-même (69) est ëquivalente^^ 



(-DO+j)- 
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--[(-r)0-H7)-]HK-+T>-]V 
=[K-7)-]v <'=) 

5S, dans d"2=(LE/t *■ (j4) > 0° ^^^ » ^n ^îc" de E(, l'expres- 
sion' (70) , on aura 

or, d'après la formule (61) et les expressions (72), on « 

donc , aa lieu de (76) , on aura 

E 
Si , dans l'équation (64) > on change i(,/,jr,^enm,— . 

E 
B, — , respectivement, on aura 

éqoatton qui , d'après (63) « deyiendra 

^3Bf(jr+'R« » _jH-n4) = L"'f m^+'ï- V. (78) 

. On Séii ( n.^' 11, 18 } développer toutes ces expressions abrégées. 
C'est ici le lieu de faire observer qu'on peut former, en com- 
binant les fonctions diiTt^rcntielIes entre elles et avec lès facteurs 
constans , une inanité de fonctions dilTërcntielles nouvelles qui toutes, 
d'après nos théorèmes généraux ( n.°* 5. ... lo ) seraient distrlbutives 
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ef «ommutatives , taot entre elles qu'avec les facteurs constans. 
Ainsi, en' affectant des notations particulières à des fonctions po- 
lynômes , telles , par exemple , que 

«x+iEz , az-jr^^-^cE'z , dz+od'z+^<i*z+—>— » 

on formerait de nouveaux algorithmes qui auraient toutes leurs lois 
iKéoriques et pratiques dans les formules ( n.' 16), Le Calcul des 
variations y en particulier , est le résultat d'une considération de 
cette espèce. 

Les facteurs, étant des fonctions éminemment distributîves et com- 
mutatiyes entre elles, sont visiblement compris comme cas parti- 
culiers dans nos formules. Alors l'expression L**z est le logarithme 
naturel du fadeur ?■ ^ui multiplie z. ; l'autre expression L'''^^ 
est la même chose que l'expression vulgaire i^z , ( n." j ). 11 n'est 
pas même nécessaire d'aller chercher ailleurs une théorie des loga- 
lîtbmes ; elle est toute entière dans la définition (55) et les for- 
mules ($9) , (61) , (62). Par la même raison , les moyens de déve- 
loppement fournis par les ëtémcns , pour élever un polynôme quel- 
conque à une puissance quelconque , sont tous des cas particuliers 
^e ceux qui conduisent au développement de la formule (68). 

18. Nous avons, dans ce qui précède, esquissé l'ensemble des 
lois qui rapprochent et mettent en communication toutes les fonctions 
di/Tcrentieltes , c'est-à-dire , la théorie la plus générale du calcul 
différentiel. La pratique de ce calcul , laquelle n'est autre chose 
que l'exécution des opérations indiquées dans les définitions , ne 
lormerait pas une branche séparée , si on n'avait pas remarqué que > 
pour certaines classes de fonctions variables, les fonctions dlffcrentielles 
réduites se présentent sous des formes beaucoup plus simples qu'on 
n'aurait pu le préjoger.-D'ailleurs les fonctions, variables en général, 
eu égard à, l'état actuel de l'analîse , se composent d'un assez 
petit nombre d'.aulres fonctions qu'on appelle élémentaires y et dont 
il sufliL de connaître les fonclluns différentielles pour être en état, 
d'après les règles du calcul ordinaire , de trouver celles des pre- 
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mUres. Il serait déplacé d'eotrer ici dans aucun détail concernant 
les états variés et les diffirtnees des fonctions élémentaires ; je me 
borne à la rectierche de leurs différentielles. 

Le* fonctions élémentaires simples d'une seule variable «.sont 
les fonction» monômes 

«'" , a* , Lar , Sin^ , Cos^ , 

dans lesquelles on attribue à x une différence constante. Les fonctions 

ilémenlaires composées sont 

px.-pjr y (fs}"' , û** , î,fX , Sin^j: , Cos.f jr . 

II y a, pour faire diipendre les différentielles de celles-ci, et, 
en général , des fonctions composées , du celles des fonctions simples , 
un théocëme important qu'il faut préllminaireinent établir. 

Soient y^^j: , et Fj'=F?x; * , F sont des fonctions quelconques. 
£n supposant que la différence de y est la constante i* , on a, 
par la formule (47) 

Ici m est arbitraire; parlant « je puis faire 

m=nifl+—i-tx+-^à'tx+..... (-gj 

et j'aurai 

F(,f+m)=Fy+- dF)f . df*+ -^ dFj. d'tx+ 



+^:^.A-Fï<.àf ")•+■■■■ 



(80) 



auis f d'après la formule (^6) y eu iÇgard i l'bypotbèse (79) , on 1 

f(s-^am)=ifx+-d1>x+~à'9x-\-...j=Y-\rm ;. 
JbDC- 
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F(x+/»)=F*C*+B«) . 

Je développe le second membre de celle-ci, par la même for- 
mule (46) } et j'ai pour F(y-+-/n) cette autre expression 



F(y+Bi)=FP;c+-dF*H d»F#*+. 



. laquelle , comparée avec la première (80) » donne sur-le-champ , 
à cause de l'iodëterminée n , 

dF**=^.d?* ; (81) 

Si on avait a=ri't , en donnant i « la dlfiference constante « » il 
est clair qu'on aurait, par la formule (81) 

fi m ' 

et ainsi de suite. 

Cela pose , d'après la formule (56) ;. «n y supposant que la 
fonction ^ devienne le facteur a , et que z soit égal à l'unité , 
nous avons 

da'^a'La* ; (82) 

m étant la variation constante de jr. Dans cette hypotb^ , on a 
»=Ax , o=A*x=A*jr;= ; par conséquent f d'après la défi- 
nition (3g) 

d^=Ar=« . 
D'ailleurs^ d'après (59) on a 

La"=*Lû î 
donc , au lieu de (Ba) , on aura 

dj*=o»ddP.Lo . (83) 

Supposons ensuite 
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lîous auron», d'après le théorème (8i) 

i» 
M«s, d'après (83), puisque Ay—fi par hypothise , on a 

da'=û>'La=o*'.Ltf i 
donc , on aura 

àa*'=a^A*x.-La ; (S4) 

c'est-<k-dire , la formule pour différencier les exponentiers. 

Sî on fait aliention que La^^^^Lu, et par consé^ent qiift 
d4j.La = dLa^, la formule (84) deviendra 

^tH laquelle , sî on fait F:r=a^ , ce qui est permis ^ on aura 

dFj=Fx.dLF* j (85) 

c'est Texpression de ce théorème ; la difFërenlfellc d'une fonction 
variable est toujours ègal« k cette fonclîoa multipliée par U difiji- 
ventielle de son logarithme. 
Oa en conclut sur-lflH:banip 

^^^=-^' (86) 

c'est la formule pour différencier tes logarithmes naturefs. 

CD faisant attention que L^Fx)'"=/nLFj: ; d'après les formulés (85)', 

(86), on aura 

d(F*;»=(Fj:)".dLfF*)'»=m(Fj:)'».dLFx=m(F3^)'"-^.dF*: (87> 

«'est la formule de diiTérentialioA' des puissances. 
Pubque L(^.F;f)=L#j-+-I^jr , on aura (A5> 

(d^.F*) 
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DU CALCUL DIFFÊREHTIEL. i»5 

à{<fx . Fx) =t:c.Fx. dL(*jr . F«)=#jp. Fx(dL*jr+dLFjr) . 

donc , d'après (86) 

d(*:r.Fx)=F*.d*:r-+fx.dFjf : (88) 

c'est la formule da dlfTérentiatlon des produits. 
Soit , 

« est nne constante , x est variable « et sa dlITifrenc* constante est i. 
On a 

Gos.*"t" ' « Cos.'m * 

puis, en dëveloppant, par les formules Irigonométrîques connues, 
les cosinus et sinus de ki;+«, et en réduisant 

AFa=F*./^-Tang.- ; 

par conséquent , en gënëral 

A"Fjr=F:r(v/^.Tang.»)'" î 

donc , d'après la dcBflîtion (89) , on aura 

dF»=F;t.[(/=r.T.ng..)-i(v/=:;.Tans..5-+/...] 

et , en comparant avec la formule (55) , 

dFx=F;t.LCi+t/=; .Tang..) . (90) 

D'ailleurs (88) 

iJ?x=(^ y. a(Cos.«t+ v/=t . Sin.«r) 
+(C08.«r+/=r.Siu.«).d (j^y . (9.) 

Mais, d'une part, en différenciant la formule connue 
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Cos.'wr-|-S*in.**3r= l , 
d'apràs (87) , on trouve 

C08.M ^^ ' 

et par conséquent 

D'autre part, en se rappelant que d;r=i , on a , par la formule (63) 

df--î-Y=— f-!-YLCo3.- ; 
VCos.-/ VCoi.»/ ' 

donc f en substituant- cette expression et celle (98) dam (91)* et 
somparant avec (go) , on aura 

d.iSin.*r,^^— LCos.»=L(i+/=7.Tang.*) ; 

et da là en faisant 

^/=T=L(Co3.-+/3;.Tang.*) , 
on tire 

puis , en mettant cette expression dans (32) , 

âCos.ma=^AS\ii,0S . (9^) 

Si on changeait ici «jp en j; , on aurait ces formules 

dSin^= — Cos.;r , dCos„r=— — Sin.jr . 

Ici la différence de j: est i ; si.f était fonction d'aue autre variable , on 
aurait, en vertu du théorème (81) 

dSin^;= — dsCosjr , dCos.x=~^ — ixSin.x . (96) 

Pans ces formules, la quantité « est im a^c arbitraire. 
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Là constanie j4 , quoique impliquée d'imaginaires , est facilement 
ramenée k une forme toute réelle. £d e/Fet , k cause do la for- 
mule connoe 



Cos.'«= 



;+Tang.'« (i-f-V^-T»ng«)(i— v'^-Tang.«> ' 



'.rf/r7=;L[Cos/-.(r+^/-.Tan6.«)']=iL(-^±^;^), 

el , en développant la dernière expression d'après une formule loga- 
rithmique connue , puis en divisant par ^v/^ , 

-rf=Tang.— i Tang.^.-|- i Tang.«— .,« (97) 

- Ainsi , quand on ne saurait pas d'ailleurs que cette expression 
de ji est égale à « , on aurait toujours le moyen , d'après IcS' 
équations (96) , et (97) , de dlITérencier le; fonctions trigonomé- 
triques. Au surplus , par les seuls élémens , on démontre que 

— =1 (voyez , Théorie des fonctions anaïî tiques , n," a8 de 

la !.'• édition, et n." 23 de la seconde). 

ig. Nous avons vu naître te calcul différentiel da simple dére- 
loppement des fonctions d'une variable- suivant les puissances de 
cette variable : ce calcul va nous servir maintenant i nous élever 
k quelque cbose de plus général. 

Supposons qu'on donne , entre les variables se , y , réquafîoor 
7^=0 et l'équalion z:=Fx. On peut du moins imaginer qu'on ait 
tiré de la première celle-ci y=ifx, et qu'entre cette dernière et 
la seconde > on ait éliminé x, pour avoir £^=Jy ; de manître qu* 
Tbypothèsfe revient à donner les troî» équations 

y-f^ > '=ï'* . ^~fy • C98) 

Alors, d'apr^ U formule (45) 1 on aura 
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^x=fy-fp+ —^ — H ^-^ — +.... (99) 

Dans cetle-ci . p est une arbitraire qui a pour dijîërence constante 
fi. Je dilTërencie l'cqualion (99) , par rapport à jr seul , et j'ai 

dF.=dj.,f+iirt'd,..^"+.... (,„„) 

puis je suppose qu'en faisant y=p dans f=o , on trouve entre 
autres jr = f, et réciproquement; on aura (c)8) 

p—^t , àp=d'ti , fps=fyt=Tt . 

Ensuite , je fais y=p dans (loo), et celte équation devient 

dF< = d**.^ ; (loi) 

d'où 

i/p __ dF# 
^ ""dfi ' 
L'Ajaation (loi) est la même que (8i) , trour^ d'une autre 
manière. Je divise l'équation (loo) par dy , je différencie par rapport 
4 *, et j'ai 

4ans celle-ci , je fais y=p » et j'ai 

J'opère sur l'ëqualîon (loa) comme j'ai fait sar (99) et (100); 
«'est-à-dire, je divise par dy ^ je diiTërencie , je fais Y—p* et f ai 

£i*=j.dr-dr'i.'\i. 

L'induction est manifeste, et l'on voit que j'aurai, en général, 
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II y- a , dans cette expression , un nombre n — i de diiTérentielIe* 
subordonnées. Elle est fort simple ; mais on en décourre une aulre 
qui se prête mieux aux développemcns que la pratique ' exige , en . 
employant un proct^dc qui n'est pas dépourra d'ëlégance. 
Je fais, pour abréger, 

^=:^, î^=5 ^=JV. 

- Je multiplie successivement l'^quatiem (99) par — — , [ — J ,.».; 

je fais d'ailleurs attention qu'en général 

ày t 

relation qui se vérifie aisément , d'après la formule (£7) ; et j'aï 

(^)^'= A=—)-~^ +B(x-.).ir +^(.-.)dr+.. 

dr:r=-i(l-.).dO.-rt--S(=r-0d(,-;.)-+£C^_.)'^+... 



(■04) 



Or f d'après la formule (4^) « on a 

y— ;»=(x— l)d^+-— pd"fH-....„. ; (io5) ■ ■ 

pais , en diiFérenc'iant par rapport i jf 

dy=^à4i+ix—t)d' 41 + :..*..' . (106) 

il suit d'abord de (106) que {y—p)~^ et d(f— /')"'" Berônl ro- 
pectÎTement des formes ..;... .1 . 
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d(y-p)-'-=:/4'C*-« -"- '+B'Cx~t)-^«+....+G'ix—t)~ '+o+K'+l/Cx~t)+..... (,07) 

de cette dernière on conclut que , m étant un nombre entier plus 
grand que o , Jl manque , dans le développement de à(y-f-p')~''* 
suivant les puissances ascendantes de {x — 0) , te terme multiplié par 
(j— ()'' ; puis ultérieurement qiic,n étant aussi un nombre plus 
grand que o , il manquera , dans le développement de (* — î)'"*"*. 
à(y — ■/')"'" , le terme multiplié par (x — i". D'ailleurs ,, il est évi- 
dent (107) que f tant que n sera égal à ni ou plus grand , ce dé- 
veloppement ne renfermera point des puissances négatives de(j; — «)• , 
Mais , d'après la formule (87) , y étant positif , d''(jr— *)' est nul , 
quand n>y; et d''(x — <)' est" de la forme Iî[x — »/ , r étant plu» 
grand que zéro , quand n<^. Donc , en prenant la difFerence d" 
de l'expression (x — *)"'*"'d(j' — p)~"' t tous les termes où (* — *) a 
un exposant içpindre que n seront détruits * tous les autres pren- 
dront la forme R{x-^*/ , puisque , le terme en (:r— <)" manquant , 
dans toMs lés autres , l'exposant de (z — #) est plus grand que o ; 
par conséquent, lorsqu'on fera ^ =' » on aura toujours 
d»[rjr-^*/+'.d(jr_;,)-'"] = 9. (,08) 

II suit , en second Heu , de l'équation .("^^) t V^^ l'expreuien ' 
(**-#)"***'. — est toujours de la forme 

(*—*)»+ ■ ^ =(*—»;-+/>(*-*;"+ » 4-... î 
y~p 

mais (87) d''(a:-*-*)"=.«.2.3.....n; donc , quand on ferad;=:«,«a 
«lira toujours 

a.[(,_,;^..^^]=,.x3 n. (,09) 

Je &la^ prësrat l'appUcation de ces deux t>bserTatîons Âaafvt» 
liantes i U suite d'équations (io4). 
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Je fais f=* dans la première ; le premier terme , à cause dt 
(109) f devient A et les sutrans -s'anéanti&seat. ; donc 



iJ—p 



àFx} 



J'indiquerai par le o , placé en flanc d'une expression , qp'il f|au{ 
faire , dans son développement, x — *^o. 

Je difFerencio une fois là seconde équation (io4)i puis je fais 
«=:! j le premier terme — -^d[jr— l)*d(y— ^)-* ] est nu! (108) ; 

le second Bà 1 {x — 1)* I devient B (i 09) ; tous les cuivans s'é- 

vanouissent ; donc 

Je diffe'rencie deux fois de suite la troisième équation (io4) , 
'puis je fais x=* i les deux premiers termes du second membrq','* 
étant dans le cas de (108) , sont nuls ; le troisième se réduit à C 
d'après (109); les suiyans sont visiblement nais; donc 

-Il n'est pas nécessaire d'aller plus loin pour conclure en toute 
ligueur qu'en général . 

ainsi l'équation (99) devient 

•u bien , si l'on veut mettre , pour f et p , les expressions cor-f 
respondantes f j^ et ^ f , 
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Fx=FM-(f:r-„) 1'.:=!^] +iîf=î2-d (îizîifL-] 

C'est la formule du professeur Burman ( voyez Mémoires àe 
Tlnsiiiut , i." classe , tome U , page 16 ) -, dans le second des 
deux mémoires dont ceci est l'extrait , je l'avais dc'duite de la 
célèbre formule de Lagrange pour le retour des suites. 

Dans l'expression (iio) du terme général des coofîîcïens de la 
formule (ni) , on pourra mettre .avant les difFérenliations , au 
lieu de y — p , son expression en x , si ta forme de l'/qualton 
^=0 le permet; sinon, après les diiTércntiatioiis , il faudra sub»< 

tUuer pour —, ày y d*j^, .... ce que deviennent ces fonctions , 

r quand a~-$ et y-^ s'anéanlîssenl à la fois ; ce qui sera possible , 
en général , d'après l'équation y:=o. 

Si r^quatioa donnée entre s et y est simplement y=^fx , on 
aura d'après (io5) 

(~) =- : 

en supposant toutefois que l'équation #j=o ne donne pour * 
qu'une seule valeur égale à «. C'est ce qu'il faudra substituer a« 

ïieu de après les développemens. 

Si l'équation donnée entre * et y est par exemple 

qui donne en effet *=' quand y=p ^t réciproquement ; l'éqtui* 
tioa (m) devient 

F*= FH-Cr-;»)^' • dFH- î^;^ di(4'éy. df ,] 
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Celle-ci / quand on fait/>s=o> est la formule de Lagrange que notr» - 
Tenons de rappeler. 
Soit , entre les variables 4; «t y , la relation 

x~~«=(Y'~x)^x,y) , (ii4) 

qui donne ar=( quand y=A ,. et rëcîproqaement 

Dans la fonction donnée F(f , }*) et dans (ii4)> je regarde ^ 
seul comme variable et j'ai, d'après la formule (11 3), 

F(* , r)=n> . r)+fr-') 7 n> . r) ■ +(' . r)+-- 
■ --^'tS^ 7l>('.^)-«'.r)]"|+.... (..5) 

F(' > ^) et les coefEciens de (f — a) sont des fonctions de y ^e 
je développe suivant les puissances de (y — ?J) , par le moyen de 
la formule (45) et j'ai , en faisant d'ailleurs pour abréger »=iF(«^ a.) ^ 

F=+(* .a) 

Je substitue ces rësnllats dans (nS), j'ordonne suivant les puis^ 
•ances de (f — a) > et j'ai 

iéquaUon dans laquelle le terme général des coeificiens est 

P=7°+'-r(7"'-';+T— — 7(7"'-)+"-~. 
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Telle est (ii6) une formule très-étendue, dont j'ai fait , dans 
mes deux mémoires, de nombreuses applications. J'y étais parvenu 
îmmëdiatcment, et par iina méthode bien diiîe'rente : celle de l'é- 
lîminatioo des fonctions arbitraires, par les difTtirenliatioDs partiel- 
les ; méthode qui , maniée par les Laptace , les Lagrange , etc. > 
a fourni les plus brillans résultats ; et qui , dans la matière dont nous 
nous occupons , permet d'aborder avec succès ce problème tr^s-gé- 
nëral ; Une équation étant donnée entre plusieurs variables , dérelopper 
une fonction proposée d'une ou d« plusieurs de ces variables en série 
ordonnée suivant les puissances de l'une d'enir'ellcs , ou suivant les 
puissances et produits de plusieurs d'entr'elies. Je ne puis donner 
ici qa'une idée de la manière de procéder, en en faisant J'applica- 
tion à un cas peu compliqué. 

Soit donnée l'équation. 

//=B#>H-/)H-W'(*+/). (i i8) 

Il s'agit de développer F(x-^i) suivant les puissances et produit» 
de », f ? 

L« résolution de l'équation (tl8) donnerait pour / une expres- 
sion de la forme /=f(u, c, «):.«, f, « n'ajant dailleurs eotr'ellos 
aucune équation de condition ; ainsi , on peut considérer ( comme 
fonction des trois variables indépendantes ir , t> ^ « , dont les dîifé- 
^^ces sont constantes et ^ales à l'onïté. Gela étant , on sait , et 
il serait d'ailleurs facile de le conclure de la formule ( -jS, n." 17 }, 
q,u'on a , en désignant , pour plus de simplicité , j-f-/ par p , 






(>>9) 



f>. + 
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Le zéro, en flanc de Fp ^ —Yp , —F/», , signifie qu'il faut 

faire égales k zéro les variables w, *", après les développemeos. 

Je dîflfërencie sncressîvement F^ par rapport à u , ^ , j: , et j'ai,, 
«n faisant , attention au théorème (8i)-, 

-F/.=:dF/>._/i ~Vp=àTp.-i; lYp=àYp(i+-t\. 

J'élimine entre celles-ci dF/» , et j'ai 

A A ' ^ 

£f/,= If^.-^.; Ltp=Lyp,^ . (,2o) 

* » ... 

Je diâërencîe saccessîyenaent l'ëqoatiott (ïi8) SBiTant «,*■,* et 
i'écrU_ le» résultats comme 11 suit 

■~'i{à/t~iià9p—pd-f'py=sf;r ^ (lai) 

'~t{àji—aàpp — fid4p)=-f'p , (122} 

(^1+ ~4y<i/i—uirp—çè^p)=âft , (n3) 

J'tflimine-«fitre- ces- trois dwnières le fata^r p w ïynôui e connsan & . 
leurs premiers membre»,' et j'ai 

Je mets ces «xpresiions (124) dans Us ëqualions (iao)^«t j'a» 

Connut la. fpactipn -F ^«st arkiuaùe ,- çelks-cL donaene 
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(■26) 






Quand on fait, dans (118), &=f =0 , il vient y2=o. Supposons 
que cette équation doaoe t^i ; on aura F/>a = F(f-(-') ; et , d'après 
les ëquatioDS (isS) . 

VolU dëjà les trots premiers termes du développement (iig) entière- 
ment déterminés. Pour passer outre , on différencie les équations ( 1 3 5) , 
la première suivant v et f , la seconde suivant p ; et on a , pour 

^*^ ^ ^ ^ «l* « , . . 1- 

•~Fp t — —Yp y — F^ , des expressions qui contiennent li- 
néairement les dliFérentielles, selon V, Vf a , Ae Tp , 9p , 4-p et t. 
On élimine les différentielles suivant u et f . par le moyen des 
équations (ia4)t (i^â), (126); et, réductions faites, il vient 



11f,= 






("7) 



l^vu «elleS'Cl ^ Qn satisfait ï llijrpotbise ttsipaso , ^ui donne /sf^ 
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DU CALCUL DiPFÉnENTÏEL. 137. 
^=dr-4-', et, d'apris (laS) — /=o j et on a les trois coefBcicn» 
difiïrentiels — Fa. , — — F/», , - F»,. 

On continue de la même manière ; c'est-3i-dlre , on difFcirencie les 

. - , . . ■ ^^ -^ ^^ à „ 

équations (137) , suivant v et p, pour avoir -~¥p, —'— ¥p ^ 

A A* d* 

— — ¥p. — Fff. Dans les résultais, les différentielles selon if et c 

de Vp , fpt ifp Sont ëliminëes par les équations (isB) , (136) ; 
i à 

— / I —t le sont d'apràs (134) ; «n élimiDe les deux autres 

ddda ., , dddd 

— — / » — — ^ , qui sont la même chose que — —t , "-" —t , re*- 

pectÏTemeot, après avoir dîiFdrencië 'suivant x les équations (iz^)* 

. ' , ■ ' d d» 

Ensuite on satisfait a l'hypolh&se »=c=o ^ qui donne 0= — /=— < ; 

d» 

«t, ce quil faut bien remarquer , en général ^ /^o; comme il 
«st aise de le conclure de Téquatloo (i33) ; et on a les quatre coefficient 



La route & suivre pour continuer îndéGniment est soffisammeot 

reconnue; et il est visible que tout se réduit à des difEérentiatîons ,' 

suivant v et f , des derniers résultats obtenus , et à l'éliminatioi^ 

des différentielles, suivant u tX p ^ de F/>, f/>, -^p y d'après (laS),- 

d" d d" d 

«t des différentielles de la forme — — / , — — t , d'après les 
« u « t> * 

^uations (la^) différenciées, suivant :r,. autant de fois qu'il es( 

nécessaire. 

Supposons acluellemenf , t» particulier /}=/ , et parlant d/j'as i ; 
ica faisant cette bypotbèse dans (isS) et (126) , on aura d'abor^ 
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«t comme , d'après (laS), (126), 

F/)=?fl.— F»-l — lp.— <pB- 

— (*/')='"(*/'> •— 9p—m{<pp)"'. - fp ; 

a viendra , eo réduiiant , 

i;iF,.(,/."}=i|i.F,.(v;— I- (."8j 

On irouTera , de U même manière 

Cela étant , en difD'rencîant successÏTement , par rapport \ u f \» 
première (iâ5), on aura» eu égard i (128), 

fF,= i(iE^.,,)=l|iFM,.)-f. 



•t, en général 



^m dm" t d 1 
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-On diiferenciera ensuite l'équatton (i3o) successivement par rapport 
i c; et, en faisant attention à (129), on trourera 

d âm d» d „ d«-« d ( d ^ , ^„> d" ( d „ , ,„ ) 

_ _.F;,= __|_F;,.(^)..(+^).| . 



tt, en général 



dm d" dm+n" I 

F^= 

Ht»' « 



-f/'-W-W" 



(.3.) 



C'est le terme gàiëral des coefficiens du développement cherché, 
où il n'y a pins qu'à satisfaire 4 la condition u=c=o , qui (118) 
donne fs=o. Alors, dans notre terme général (t3i)./ae change 
en Si les diiTérentielles partiellei siÛTant a , derienneut totales j 
il est alors 

4ft on 1 enfin (119) 

+fdF* . +;H-3 — d ( 3F j ♦*.>»•* î +.:... 

'■? C»33) 

+ £d|dF*.C+»)']+..... 

+-. 

Je m'abstiendrai de faire des applications des formules de dére^' 
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ï4o ESSAI sua LES PRINCIPES DU CALCUL DIF. . cic. 
loppement qu'on vient de lire , pour ne pas «xccdcr les limites 
que je me suis prescriles. En efTct , mon projet a été uniquement 
d'off^r un aperçu un peu détaille de la manière dont j'ai traité 
les principes du calcul dlife'rentiel , dans la i/* partie du travail 
que j'ai eu l'honneur de prefsenter à la i.'* classe de l'institut; 
les applications des formules de développement des fonctions en 
séries sont l'objet d'une seconde partie. J'y suis parvenu & déduira 
de ces formules , sans avoir besoin de recourir k aucune notation 
nouvelle» les formules principales fondées jusqu'ici sur Yanalisv 
comhinatoire ou sur le calcul des dérivations. MM. les Commissaires 
de la classe ont bien touIu dire , \ cet dgnrd , dans leur rapport: 
» En rappelant aîosi au calcul difFérenliel des méthodes variées, et 
» dont quelques-unes ne paraissent pas très-convenabtes à l'état 
» actuel de l'analise » (l'auteur) a fait une chose tris-ulile pour 
» la science. 11 faut bien que tous les faits nouveaux , dès qu'ils com- 
» posent un ensemble , quoiqu'ils ne semblent point avoir en rox- 
» mêmes une très-grande importance , soient ramènes aux théories 
» qui forment le corps de la science , et dont il est le plus à 
» propos d'encourager la culture. » 

11 serait encore plus étranger & mOD dessein d'entrer dans ancun 
détail concernant la 3.*"" partie , dans laquelle je m'occupe de la 
recherche des moyens pratiques les plus simples de développer 
ultérieurement , et jusqu'i ce qu'on ait mis en évidence les diffé- 
rences constantes , les diiTérenlïelIes des fonctions composées, d«n> 
l'ensemble est donné immédiatement par un premier développement^ 
c'est-à-dire , par les formules de la seconde partie. 

Mais ii pourra n'être pas inutile maintenant d'e jeter sn coup— 
d'œil général sur les divers système qui , jusqu'Ici , ont été suivi» 
dans l'expositioD dçs principes du calcul diiférentlel ; tes réflexion» 
que cet examen fera naître seront tout \ fait propres à faire res- 
sortir les avantages de la théorie qui vient d'être exposée , à pré- 
venir de fausses interprétations, et enfin \ réfuter les objections auxr: 
quelles cette théorie a pu et pourrait encore donner naissance. 
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PHILOSOPHIE MATHÉMATIQUE. 

'Réflexions sur les divers systèmes ^exposition des 
principes du calcul différentiel ,€tfen particulier , 
9ur la doctrine des injîniment petits ; 

Par M. Servois , professeur aux écoles d'artillerie. 



f ARlfl les différentes manières àt présenter le calcul dlffîrenliel, 
je ne dirai pas qull y en ait une qu'il soît nécessaire d'adopter. 
Toutes celles qui sont lé^tines ont , du moins aux yeux de ceux, 
qui les proposent « quelques avantages particuliers. Mais , s'il est 
utile de lier solidement le calcul difiiérenttel avec l'analise algé- 
brique ordinaire; si le passage de l'une à l'autre doit être facile 
et s'exécuter, pour ainsi parler,. de ptaîn-pîed; sï l'on doit pouvoir 
rép<mdrc , d'une manière il La fois claire et précise, aux questions; 
Qu'est-ce qu'une différentielle ? Quand et comment se présentent 
comme d'elles-mêmes les différentielles? Avec quelles fonctions ana- 
litiques conscrrent-elles » non de simples analogies , mais des rapports 
intimes ? Je croirai ne rien accorder \ la partialité , en affirmant 
qu'on inclinera vers la théorie dont j'ai essayé de tracer une esquisse 
rapide dans l'arlicle qui précède celui-ci. 

Dans l'analise algébrique , après avoir considéré les quantités comme 
déterminées ou constantes , on est mené natureDement à les con- 
sidérer comme variables. Toute variation , qu'elle soît elle-même 
constante ou variable , est essentiellement une quantité 6nie ; au 
moins est-^c là le premier jugement qu'on a dû en porter^ Qr ^ 
Tom. Vt ».• V, i.'^ Bouemira 1814. 19 
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il faat exprimer U rariation d'une fonction composée de variables 
élémentaires , par le moyen des variations de celles - cl : voiU le 
premier problème que l'on puisse se proposer dans cette partie ; 
les premiers essais de solution conduisent ^ des séries. Ainsi , quand . 
dès l'arithmétique , on n'aurait pas M)k trouvé des serins , telles 
que les quotiens et les racines , approchées par le moyen des de'- 
ctmales , on y serait nécessairement parvenu , en considérant la quanlîlë 
comme variable. Les séries et le calcul Mfféreniiel ont donc dft 
prendre naissance ensemble ; c'est i l'entrée de ce dernier qu'on 
rencontre un premier développement de X'élat varié d'une fonction 
quelconque, z par exemple. En essayant d'ordonner ce développement 
d'une autre manière , on ne peut se dispenser de faire attention i 
U série très-remarquable de diiTérences 

A«— JA'r+iA'z— fA*«+ 

\ laquelle on est tenté de donner un nom qui rappelle sa com- 
position : celui de différentielle se présente comme de lui-mÉme. 
Déjà , en comparant les deux développemens difFérens dont est 
•UKeptible le bindme élémentaire (i-f-a)", on avait trouvé la série 

tf— ;fl*+;fl* — jfl*+ 

\ laquelle on avait donné le nom de logarithme de (i-f*o) > ^'l'i • 
par la simple analogie , la dilTérentielle est comme le logarithme 
de l'état varié (z'^-Az). Chemin faisant , d'autres rapports , entre 
la dî/Fércntielle , la dilTérence , l'état varié et les nombres , se sont 
manifestés ; il a fallu en rechercher la cause ; et tout s'est expliqué fort 
heureusement, quand, après avoir dépouillé, par une sévère abstraction^ 
ces fonctions de leurs qualités spécifiques , • on a eu simplement à 
considérer les deux propriétés qu'elles possèdent en commun , d'être 
âistrihutives et commutatîves entre elles. 

Cette marche , si naturelle * n'a point été celle des inreateiirs. 



y Google 



SUR LE CALCUL DIFrEREHTt EL, i0 

1) est de fait que le calcul dlfTërentiel est ne des besoins de la gtiomëtrie. 
Or, le calcul algébrique , qui s'occupe essentiellement de la quantité 
discrète y c'est- à*dire , des nombres , ne peut s'appliquer à la quan- 
tité continue, c'est-à-dire, à l'étendue, que lorsqu'on suppose que- 
les variations numériques deviennent arbitrairement oa indéËnimeni 
petites. Ainsi , le moyen d'union entre le calcul et la géométrie 
est nécessairement la méthode des limites ; c'est pourquoi les in- 
génieurs , et les bons esprits qui sont venus après , ont pris, on 
du moins indiqué , pour méthode ^'exposition et ^application da 
calcul différentiel , celle des limites. 

Newton n*a point , comnïe Mac-Laurin et quelques autres de 
ses compatriotes , transporté sans ménagement la mécanique dans 
son calcul des flaxions ; sa théorie est fondée sur celle des der- 
nières raisons des quantités ; et, suivant lui , Vllimœ ratione» 
rererà non swit ratîones <iuAiKTiTATUia vvriXAfiUSi , sed 
LIMITES ad quos rationes semper appropinquant. ( Livre i."» 
^des Principes; Seolîe sur le lemme :ti ); principe très-lumineux, 
,Ct qu'on n'a pas assez remarqué. 

Leibnits , co-inventeur , professait la même doctrine ; ïl a eons-* 
tamment donné ses difîerenti elles pour des quantités incomparablement 
petites; et, dans les applications , il a toujours -cru qn'on pouvait 
rendre les démonstiallons rigoiireeses par la méthode d'Archimède : 
celle des limites..... Quod eiiam Archimedes sumsit aliique post 
ipsum omnes , et hoc ipsum est quod dicitur differentiam esse daté 
fudyis minorem ; et Archimede quidem PSOCESSU res semper dtduc" 
iione ad abswdum eonfirmari poiest. ( Réponse aux difRculté» 
de T^teuwentiit ; œuvres , tom. 3.™" , page âaB )- D'ailleurs , ee 
savant homQte n'a jamais admis de quantités infiniment petites , 
dans le sens propre de ee terme. On connaît la discussion asse£ 
longue qui a existé entre lui et Jean BernouHH à cet égard ; dis- 
cussion dans laqaelleil, a constamment tenu la négative ( YoyeZ' 
le Commerce épistolaire entce ces deux illustres géomètres , publ^ 
jwr Cramer ). 
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£uler ne parle pas un autre langage , dans la belle pn^face de 

ses Insiitutiones calcuïi differeniiaHs Hic autem LIMES oui 

çuûsi ratioHem uîtimam incrementorum corisiiiuit , verum esf 
objecium calculi differentialis. Et si, dans le cours de son livre, 
- U ëchappe & ce grand homme quelques expressions un peu dures , on 
doit , ce me semble , les interpréter bënïgnemenl, d'après ce princîpo 
formellement "reconnu. 

On sait que d'Alembert s'est distingué parmi les géomètres qui 
ont appliqué la méthode des limites au calcul diATërentiel. Aiusi , 
on ne doit point être surpris de compter dans' les mêmes rangs 
les bons gëomètres qui sont venus après : tels que Karoten , Kœstner, 
Holland, Tempelhof , Vincent Ricati et SaUdini , Cousin , Lhuilier , 
Faoli , Pasquich , Gouricf « etc. Il ne serait d'ailleurs pas difficile 
de faire voir que les méthodes particulières > telle que celle des 
Fondions dérivées de l'immortel Lagrange , laquelle a de nombreux 
sectateurs , et celle des indéterminées , proposée ou recommandée 
par Boscowich , Naudenot , Arbogast , Carnot « etc., reviennent fon- 
cièrement à celle des limites. Gïmmeiil esl-il donc arrivé que cette 
étrange méthode des infiniment petits ait acquis, du moins sur le 
continent , tant de célébrité ; et même qu'elle soit parvenue \ 
placer son nom parmi les synonymes de méthode diffireniieile ? 

Je pourrais , si j'en avais le loisir , assigner \ celte usurpation 
plusieurs causes probables ; maïs ce qui m'étonne d'avantage , c'est 
que la méthode des infiniment petits conserve encore «non seulement des 
sectateurs , mais des fauteurs enlhousiastea : écoutons UD moment , 
un de ces derniers, et admirons ! « Le sotn d'éviter l'idée de l'infini j 
» dans des recherches mathématiques , prouve incontestablement,' 
f outre une routine aveugle , une véritable Ignorance de ta signt- 
» fication de celle idée ; et nous ne craignons pas d'avouer que 
» nous croyons anticiper sur le jugement de la postérité, en déclarant 
» que , quelque grands que puissent être les travaux de certains 
• géomètres , le soin qu'ils mettent à imiter les anciens , dans 
» t'cxclttsion de l'idée dé l'infini , prouve t d'une ntaolère iné&agabltt 
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» qu'ils ne sont pas à la hauteur 3i laquelle la scîcDce est portée 
» depuis Leiboitz , puisqu'ils évitent cette r<!gion élevée où se trouve 
N le principe de la génération des quantités , et par conséquent U 
-9 véritable source des lois mathématiques, pour venir ramper dans 
» la région des sens , U seule connue des anciens , oà l'on ne' trouve 
» que le grossier mécanisme des calculs. » (^ Réfutation de la théorie 
^es fonctions analiiiques de Lagrange. Park , 1812. Page ^o ) Déji , 
dans un premier ouvrage ( Introduction à la philosophie des mathé- 
matiques, Paris» 161 1 ), le même auteur, en anoonçant que* les 
* procédés ( du calcul différentiel ) implique une antiaomie qui 
■i> les fait paraître , tour à tour , comme doués et comme dépourvus 
■■» d'une exactitude rigoureuse >.... ( Fkilosofûiie^ etc., page 82 }, 
avait gourmande les géomètres non injiniiaires , avec ce ton tranchant 
et cette emphase dogmatique qui forment la couleur dominante des 
'■écrits Inspirés par le Système philosophique (celui de Kant ) dont 
il (ùt profession. 

Essayons, un inslaDt , d'apprécier tout cela \ sa juste valeur. 

D'abord , je me rappelle fort bien que Kant , trouvant Vinfini 
dans la raison pure et le fini dans la sensibilité , a conclu , de la 
coexistence de ces deux facultés dans Titre togmitif , qv'il doit f 
avoir , relativemeot à l'idée cosmologifpte , par exemple , plusieuri 
antino/niet qui ne sont au fond que des illusions auxquellas il 
n'est point difficile de se soustraire , quand on wut bien distinguer 
soigneusement ce que chacune Ans/ormes de la cognition y apporte 
pour sa parL Faisons la même chose , par rapport ^ la prëtenduA 
antinomie malhématique que le disciple s'apptaudk d'avoir décou- 
verte dans la théorie du calcul .diâérenliet. Aflmetlans , ce qui est 
vraî^ que le calcul appartiepne ex.clusivement à la sensibilité qui ; 
selon ces Messieurs , est la faculté de \indinduel ; îl s'ensuivra 
qu'il y a , non seulemmt paralogisme , mais erreur palpable i sou* 
mettre au calcul V infini ^ qui est du domaine d'une autre faculté: 
celle de \' absolu , ou ce qu'ils appellent la raison pure. Je demanda 
j^d<m à aaea lecteur de reo^lpi que je viens de Eure d'un idlom^ 
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avec leqael t SHis doale , peu de personoes en France sont fami- 
liarisées ; mais je fais ici un argument que nous appelllo'ns jadis 
sd hominem. 

Qu'on ne dise pas que celte illusion est tellement n^cessûre qu'on 
jie puisse la décIioeF...! CM marche devant celui qui nîe le mou* 
Tement. Newton , d'Alembert , Lagrange , ete. , ont marche ; c'est^ 
.^-di^c , qu'ils ont mis en effet les prlnoipes du calcul différentiel 
hors de toute dépendance de la chose et mâme du mot infini. 

Mais l'inSm n'est-it pas cette région élevée où se trowe le pria^ 
'eipe de la génération des quantités , la véritahle source des lois 
mathématiques ? N(hi certainement , à moins que vous ne soyez bien 
décidé à restée sons l'influence de l'illusion que vous avez signalée. 
J'ajoute , relativement au calcul difiércntiel , que rintroduetiott dc/ 
■l'idée d'infîoi n'y est pas même utile. 

, L'idée d'înfiuiméat petit n'abrège point Verposition. En effet, il 
est impossible d'établir la hiérarchie des infiniment petits de difTéren» 
ordres', sans avoir rccoursà la série de Taylér , oU k quelques aulixs 
^quivalens» Je défié de prouver sâbs cela , d'une maniire satisfaisante , 
que, par exemple , d^ étant un infiniment petit du l." ordre, 
^*z en est un da socond. Mênie défaut dans les applications. Si 
OA n'-adpiet pu l'faypptlièse de la courbe polygone , hypothèse qiû 
parait si étrange- ~i deux'iqoi viennent d'étudier les élémens de la 
^éom^rie EiicUdiennci , je c^fie qu'on démontre > sans la série de 
7aylt)r, que le prolongement, jusqu'& la tangente, de l'ordonnée 
Snnnimeiiît voîsîne de celle' du point de tangence , que la di/Térenec 
entre l'arc înfimtésimal.et sa corde, etc., sont des infiniment petit* 
âu *.* Ordre eu plus* Si -ï'on admet la gothique hypothise : Te rapport 
Af ... , 

•~ est rigoureusement .égal l celui de l'ordonnée i la sous-tangente f 

pourcyioi dotlc alors négIige-t.-on des terme» en diiférencïanl l'équation 
&'Ia courbe? D'aïlleurs , comme l'a fort bien remarqué l'auteur 
de la théorie, deff^ fonctions 'analitiques, c'est an fait que les rësnltati 
4» e^atl iHfi9it^jiifaf.saD%.eMif:f.&p3K.eppy>ensaJifiA darretrsiùt^ 
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je porte, encore le déH d'expliquer ce fait majeur ^ sans avoir re- 
cours aux séries. Cela étant , puïaqa'il faut absolumeat , et avant 
tout , être maître du déreloppemenl en séries , pourquoi ne passe- 
rait-on pas de là imméd'iatemçnt au calcul différentiel , par la port» . 
de plain - pîed qui est ouverte ? et pourquoi reviendrait • ob , pat 
un circuit ténébreux , celui des considérations infimtésimales -, aux 
principes de ce calcul? Qu'on' se forme, si l'on veut , et ce qui 
est possible , d'après la vraie théorie , des méthodra abrégées qui 
permettent de^îffer ou d'omettre , à l'avance , des termes de dévcl<^- 
pement , qui disparaîtront à la En dt longs calculs ; je ne m'y oppose pas ; 
les géomètres exercés le font tous ; et quand une fois on est en pos-i 
session de ces méthodes, on peut , dans la géométrie et daits. la 
mécanique , parler un langage qui se rapproche de celui des infi- 
nitaires , sans néanmoins attacher aux mêmes termes lés mêmes 
idées ; mais il serait absolument impraticable de coDUnenâec 
par li. , .. 

Il y a plus. Si l'on consulte l'histoire du calcul différentiel , combien 
y verra-t-on de questions puériles ou ridicules , de contestatibos 
plus qu'animées , d'erreurj même ^ prendre leur source dans r<J>s* 
ourité répandue par les infiniment petits, et dans la diiEcnlté de 
leur maniement. Je ne puis m'engager dans cette discussion %. maïs 
qui est-ce qui ne se rappelle pas les incomprèkensihiiiiés de Sturmius i 
les Subtilités de Goldo Grandi ; les Ponts Jetés entre le Jini et 
l'infini de Fontenelle ; la méprise de Sauveur, dans le problème 
de la Brachystochront \ celle de Jean Bernouilli lui-même , dans sa 
premièfc solution du problème des Isopérimètres ; celle de Charles 
sur les solutions particulières des équations différentielles ; ks dis- 
cussions relatives & l'expression analitlque de la force accélératrice 
du mouvement varié ; discussions qui dégénérèrent en dispute entre 
Parent et Saurin , relativement aux théoiimes d'Huygens sur la 
force centrifuge, et qui' enfantèrent cette ridicule distinction de la 
firce considérée dans la courbe polygone et dans la courbe rigov- 
réuse ; discussions enfin qui ne sont pas encore terminées , ji en 
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jager du moliu par quekjues mémoires de Trembley ( Académie 

de Berlin j 1801 , eU. ) etc. , etc. 

En un mot , je suis convaincu que la méthode infînitcsimale n'a 
ni ne peut aroir de théorie qu'en pratique ; c'est uq instrument 
dangereux entre les mains des commençans , qui imprime néces- 
tairement.et pour long-temps, un caractère de gaucherie, de pusil- 
lanimité f à leurs recherches dans la carrière des applications. £nfin » 
anticipant , à mon tour , sur le jugemeat de la postérité ^ j'ose prédire 
que cette méthode sera un jour accusée , et avec raison , d'avoir retardd 
le progrès des sciences mathématiques. Mais je dois reprendre la 
fil de mes réflexions. 

J'ai déjà insinué la distinction que j'élahlis , d'apris Euler , entre 
la méthode A'exposition et la méthode ^'application du calcul 
diiférentiel. Celle-ci , quand il est question de l'espace et du temps ^ 
objets des principales applications , est nécessairement la méthode 
des suites en général. Sous le rapport particulier de la pratique » 
TÏeo , à mon avis, ne surpasse, en élégance, j'allais presque dire en 
majesté , la marche tracée dans les deux dernières parties de l'cx- 
cellenlc Théorie des fonctions aaalitiqves. Quant à la première 
méthode , celte d'exposition , j'aî toujours trouvé quelques incon- 
véniens & la déduire de la considération des fonctions dérivées, ou 
en général des limite». Un des plus graves , selon moi. est de ne- 
conduire aux séries fondamentales qu'après letu' avoir gratuitement as- 
^gné leur ferme. Cet inconvénient , bien senti par l'auteur àts Fonetioas 
ééritfées , n'a pas été heureusement écarté par la démonstratioB pro-' 
posée ( Théerk des fonctions , page 7 de la i.'« écKt. et page S 
de la 3.*°' ). Je m'en suîa expliqué franchement , à la tète de mon 
second mémoire ; et >'ai cité les opinions conformes d'Arbogast 
( iMtre manuscrite ) et de Burja ( Mémoires de Berlin , 1 80 1 ) ; mais 
personne moins que moi n'aurait songé à oser fonder U-dessus le scan- 
daled'une RÈruTATiOUt de la théorie des forutions enaliiifues^J'A 
A>nc dû porter mes vues d'un autre cdté ; et voici ta marche que j'alsuivie. 
Irfa premien développemens eu séries que l'on rencontre ^ sont 

ICA 
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les résultats de transformations successWes applitjuées 4 une équatioA 
identique. Ecrivons , par exemple , 



ExëcQtons indéfiDÎmeDt sur le second membre l'op^ratioii de la di- 
TÎson , et nous aurons la série 



EcrÎTOBS encore ■ l'équation identîqne 

8+* 



«— ^ o+* (( 



i-Hc)C«-*) ' 



Faisons successÎTement *=o , x=c , x^d,,.,.; et noas aunmf 
la suite des transformées 






jr___i_ _H_^ 



a — S o+c (a+cXa — *> 



r=m+ 



a— ft a-fj (a+i^(o— *) ' 



Prenons la domine dee produits respectifs de ce* ëqvations par t ^ 

P" 7» P"«"^^)*P" aûH*K«^^ : P" ' et nous aurons, en 

T^uisant , la série 

•— « • <.(«+<). o(o+c)(o-l-*"T"""T"o(»4*)(»+j)...(„+f)l»+,j 
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a(H-c>(ft+^....t»+p)(H^> 

flC<'-K)(a-H)-Ca-H'Ha-H){a— i) * 

C'est arec cette formule que Klcok enseigne & sommer une io- 
finîié de suites ( Mémoires de l'académie des sciences de Paris. 1727). 

Ces séries ont la propriété d'être arrêtées k quel terme on veut, 
et d'avoir un terme romplémentaire , nécessaire pour conserver 
l'identité. Dans la premiers j ce complément est le reste de la di- 
vision à laquelle on s'en lient, divisé par i-\-a ; et dans la seconde , 
il se trouve à la fin. Je savais que la série de Taylor a , dans 
le fait > un semblable complément qui doit aussi appartenir à toutes 
celles qui en dérivent , et par coas4^uent i foutoc les séries connues; 
d'où il m'a été permis de conjecturer que toutes les séries doivent 
être le résultat d'une suite de transformations d'équations identiques ; 
que toutes dolveat jouir de l'avantage d'être arrêtées où l'on veut , 
et de conserver l'identité par le moyen d'un terme complémentaire. 
Cette conjecture s'est heureusement changée en certitude , et U en est 
résulté une notion nouvelle , et bien importante , sur la nature des 
séries. On a vu au commencement du précédent mémoire , com- 
ment , en partant d'équations identiqaes , je suis arrivé aux déve- 
loppemens fondamentaux. « Le procédé que suit l'auteur ( est-il 
» dit dans le rapport de MM. les -Commissaires ) a deux avantages 
» qu'il faut remarquer ; le premier, c'est qu'il n'exige pas que l'on 
% connaisse & l'avance la forme des séries qu'on cherche ; le second, 
• c'est qu'il permet d'arrêter ces séries à quelque terme que ce soit». 
La forme du complément se reoonnait sur-'lo-champ. Pour la série 
de Taylor , en particulier , celte forme est celle que Amp^e a 
remarqué le premier , dans un très-beau métaoire d'analise ( xin.* cahier 
du Journal de P école polytechnique ). 

Ici encore , je n?e trouve en opposition directe avec le Philosophe 
irgnscendantal. «-Les séries ,, prises dans loote itiur généralité, . . , ont, 
V par elles-mêmes , dans le nombre iodéfinî de leurs termes , et 
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il sans le secours à' aUcuifS çaaTiii té £omplémentairiB , nae i\f^aiàQaiio9 
» d^tenninëe >... , c'est là le point philosophique de l'importanter 
» question des séries ; et c'est ce point que, sutvant nous, le» 
» g<îom«tres n'ont pas encore atteint, dans l'état où se trouve I:^ 
» science. » ( Ré/Utaticn etCry page 59 )- On n'a pas encore besoin 
cette f<ns d'ergotlsme , pour faire ressortir la fausseté de ces as5.err 
tions. L'^uatioD identique > les transformations successives , la série 
et son ï;omplémeDt sont des Jaits, Les séries divergentes ne peuvenE 
ttre employées qu'avec leur complément \ et c'est ainsi qu'on a 
depuis long-temps résolu fort heureusement 1« paradoxe présenté par 

le dévelo'ppement de la fraction — — . Quand I» cenTergénce est re- 
connue , on prononce la diminution successive et îndëfinîe du com' 
flément , d'après ]a comparaison des dévcloppemens consécutifs ef 
la raison d'identité ; alors seulement les séries servent utilement aux 
besoins de la pratique , sans avoir égard \ ce complément. 

On. aura remarqué , sans doute, que notre procédé d'exposition 
offre un autre avantage considérable : c'est de conserver aux quan* 
tîtés par rapport auxquelles nos séries sont ordonnées toute la généralité 
dont elles sont susceptibles , c'est-à-dire , de ne point exiger de 
considëralloQs particulières , sous le rapport du positif, du. négatif , 
de l'entier ou dn fractionnaire. 

Un second inconvénient de l'application des limites \. rexposïtîoiV' 
du calcul différentiel , inconvénient qu'elle partage avec la méthode' 
mfinitésimale , est de laisser sous l« voile du mystère ces belles^ 
analogies des fonctions différentielles entre elles et avec les facteurs^ 
On a vu comment je suis parvenu à déchirer ce voile. A cet égard , 
MM. \&i Commissaires ont encore eu la bonté de dire : « En montrant 
* que c'est à leur nature distributive , en général , et commvtatitfes- 
■* entre elles et avec le facteur constant > que les états variés , les* 
» différences et les différentielles doivent leurs propriétés et les ana- 
» logies de leurs dévcloppemens avec ceux des puissances , ( l'auteur ) 
» eu donne la virituble origine, et éloigne cette idée de sè^aradou^ 
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m des échelles qu'Arbogast arait imaginée , d'après Lorgna , poat 
» expliquer les mêmes circonstances , et qui a paru un peu hasardée. > 
En eifét, et il ne faut qu'une légère attention pour l'apercevoir « 
nous ne perdons jamais de vue , dans nos formules , le sujet des 
fonctions ; et il n'y a ni séparation d'échelles ni opérations qui se 
terminent exclusivement Jt ces échelles. La notation proposée ( n.^ a ) 
n'est point d'un usage indispensable; elle est seulement tris-utile, 
en tant qu'elle épargne la peine de représenter , à chaque instant , 
des fonctions polynômes par de nouvelles lettres. La belle méthode 
d'intégrer les équations aux coefficiens constans, publiée dans les 
' 'Annales de mathématiques { tome 3 , pag. 2^4 ^^ suiv. ) , et qui 
■joute tant d'intérêt aux formules de l'analogie , ne réclame pa» 
davantage la séparation des échelles , comme it serait aisé de le 
faire voir. Je ne puis rien dire ici d'un autre genre d'application 
que ces formules fournissent & l'auteur du mémoire cité ( ihid. n.^* g 
et 10 ); cela m'engagerait trop loin. Je ferai seulement observer 
que^, si l'on craint de broncher dans une route scabreuse et peu 
fréquentée , il faut ne prendre , pour formules de départ, que celles 
\ la formation desquelles on a assisté , et qui > identiques d'abord , 
n'ont été transformées que d'après la double propriété des nombres 
d'être distributifs et commutatifs entre eux. Ainsi , par exemple , 
je conclurais au moins 4 une révision de la formule de départ, si,- 
parmi les résultats qu'elle m'aurait donnés , je trouvais une sérif 
comme celle-cî ( ibid. pag. a52 , formule 23 ) 



3 (cw 3»"^ 5 aw 5»' 




^lle se change en 
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d'o& f h cause de 

--i—lj.-— -4- 
4-— 3 + 5 ,+■-' 

on coQclaC 

— ' 3 5 _ I '—' '—^ *~5 

°~»— 1~»— 3-+;=5t~ — j , , ,■ 

Ici je fais l'essai âe j:=o , et j'ai| en divisant par 2^ 

résultat qui n'est pas vrai. 

3e fais eocoie l'essai de j:=:i * et j'aî 






fésultat encore plus «îtrange que le premier. (*) 

Oo me permettra , je pense , de tirer encore de ma tbëorie de» 



(*) C'eit la formule (21) du mëmoire ciië , empruntée d'Eulep « et de laquelle t'aateur 
« déduit la liennc (aS) , qui coniient te germe de l'erreur que )e relive ici. Cet!» 
formule d'Euler , vraie pour quelques cas particuliers , n'en est pas moins , en 
général , d'une TauNeté manifeete , puisqu'en y suppotant 0=9* , n étant un nombra 
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fonctionâ âîstrihutives et commutaiives , une constiqaenee d'une anfrp 
nature : c'est que la notation Leîbnitzienne , pour le calcul diiTé- 
rentîel , dnt être conscrvëe. Laîssom aux Anglais leurs lettres poHCtu^s , 
conservons aux accens l'utile emploi de muUiplier dos alphabets - 
et , en nous rapprochant de la notation qui » de l'aveu da tous les 
analistes , est la plus parfaite , celle des puissance» , des- 
tinons exclusivement les exposans numëriqucs à représenter les- 
difïërens ordres de fonctions répétées. Quand à ma notation de» 
dl/férentielles partielles , on en pensera ce ^u'on voudra ; elle n's 
d'autFe avantage <{ue d'&tre en harmonie avec celle que j'ai cru 
devoir adopter pour ]a% fonctions partietTês en général , laquelle ne- 
peut guère être plus simple ni plus significative. Au reste , il esC 
remarquaUe qu'Ëuler en ait proposé une toute semblable , dans uni 
mémoire qui fait partie des iVoca Âeta de Pétersbourg ( 1 786 , pag. 1 7)^ 
J'aurais pu me dispenser de donner ( n.* 19 ) une idée de l'ex- 
tension dont les séries fondamentales ( n.* 1 5 ) sont susceptibles ^ 
si j'avais cru devoir me borner ^'établir ce qui est précisément né- 
cessaire pour difTérencier les fonctions ; mais ^ \ mon avis , le calcul 
différenUel pur s'étend plus loin qu'on ne le pense communément ;; 
«l } en particulier , le développement des fonctions en séries appartient 
plutôt \ la substance de ce calcul qu'à ses applications. D'ailleurs ^ 
i'ai voulu montrer comment des séries foddameti taies on peut s'élever 
à ce qu'il y a de plus général , d'une maniàre fort naturelle. Ict 
encore je suis en opposition avec le Philosophe , au moins pour 
la méthode. On sait avec quel fracas il a communiqué au premier 
corps savant de l'Europe , et ensuite au public , certaine formule' 
générale , d'où il tire toutes celles çue ton connaît pour le déve- 
loppement des fonctions ; c'est-à-dîre , q^u'ii descend ^ pendant que 
je m'efforce de monter. 

La formule générale du Criticiste présente Fjt développée suivant 
1k produits deis états variés successifs de ^r , savoir 
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I étant la différence constante de Ta variable x. Les coefEciens de» 
difFérens termes sont des fonctions très-compliquées des différence» 
•des mêmes fonctions , dans lesi^uelles il faut , après tout dévelop- 
pement , mettre une des valeurs de x , donnée par la résolution 
de l'équation fj:^o. On aura sans doute déjà aperçu que cette 
formule n'est elle-même qu'un cas pariùuUer de notre formule 
(23> t).° i3). Effectivement , i) suffit de faire 

«t parlant 

pour avoir , pw nos équations (aS) , (37) , et la série et les coef- 
ficiens du Philosophe, 

Four passer de li \ la série (H-donnée suivant les puîtsances de 
4x , il suppose C infiniment petit et , sous ce prétexte , il chang» 
tout bonnement les A en d. Cula pourra papaltre fort bien aux 
yeux attaqués du strabisme in£iûté«imal ; nuis ce n'est plus de 
cela qu'il s'agit ; c'est aux détails de transition , poussés jusqu'à l'une 
ou l'autre.des formes reconnues dans le précédent mémoire (n." ig) , 
' que }e l'attendais. Or , & cet égard , il est d'une discrétion mer- 
veilleuse. Voyez , en efïet . l«s tableaux d'expressions équivalentes 
(^Réfutation, etc., pages 18, 19, 33) liées par ces pbrases laco- 
niques : « on verra de plus que ces expressions simplifiées davantage 

» peuvent être mises sous la forme on peut facilement trans- 

• former ^es expressions en celles-ci » -et, sî votis ne voulez 

pas l'en croire sur parole , ayez le courage d'enlreprandre ces 

transformations I Ajoutez k. cela que ses tableaux d'expressions 

analitiques ne présentent pas toujours une lot générale bien prononcée : 
tel est y eo particulier , ffelui des expressions marquée» par la lejAn 
N (page 19). Je l'ai insinué (u.* i3), et je l'affirme ici posi- 
tivement } ce* difficultés de détail ' sont un vïee capital dans U 
méibode descendante , ( que j'appelleraic synfhétifue , «i je ne 
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discutais ayec an Crîticiste ) ; et leur absence de la mëlhode ascenàantt 

assure ^ celle-ci tout l'araotage sur sa rÎTalc. (*) 



(^ J'ai dît { n." i5 ï qu'on pouvait , par un simple changement dans U ma- 
nière d'ordonner , passer dudévcloppementsuÎTant les produits ( j, / .^— 1 

^f=^V ^f=PVf=plVf=Ç:^V...., au développement «iv„» 

les puissances (— ^)> (^^) , (-7^) > On verra peut-Étre avec çiel- 

(|ue intérêt comment je puis justifier cette assertion. 

Je prends , comme pins simple , lo développement de FCa>^»), II ne faiil 
qu'une Ugère attention , aptes les premiers essais de développement > pour Mr 
> qu'on a 



(■) 



F(»+B.)=F*+ ^ j A Vx- j AT* + \ A'F* — | 



j. -™_ {A^Fjr + • 

ia...int in+» £ni— i){m+a) 



rt-- 



^nation Sua laquelle le» coelEciens ^ , B, ., .. de la aërie qui maliipL'e -j , 

•^e que, pour abréger» je dës%neiaï i l'avenir par n , sont , d'après U tliéeri» 
générale des équations , et en rsprésentanl respectivement par S, , S. , S, , ™ S ,, 
I de produits i i j , a 1 3> 3 ii 3 , /^ ^ /• » 



M est le rang de la lettre 'SH\ A étant supposée la première. J« désignerai parfit 
pin* g«i multiplie -j— j s 



m-t-a ' (m+aXm+S) * 



Ob 
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' On me permettra , avant de terminer , de préientcr ici , — 
l'application de la philosophie transcendentale , et en général 



swr 
général deé 



'A' ,Bf ,..,. étant ce que deviennent A , B, respectivement , quand on j 

change m en m-^i. Or « il est visible qu'on a les relations 

Xoii l'on conclut sur-Ie-ckamp 

■+^(in+a)-..{m+/.>fCm+i)....(77i+rt t 
Je iàit , pour abréger , 



">+* ' ("i+iXm+a) '*■"' m+2' tni+a)(ffi+3) '""' 

^ qui donne 

a™ f«— a 4""+ 1 F:c+B A«+ ■F;»««..J3ali ^ (3> 

AnH.iF»—A'4'»+ »F«+B'A»'+ i^a:— ."..=kP '» (^ 

et la reUlicn générale (a) Jerieni 

■»''=;;ï^!M+L+K+.;.:..-tB+A+iJ : (5) 

Te tm ici in:=o; dora (t) A, B, C,.... lont nuls et j'ai 

A'=;, B'=i; C'=;, M'=-?-; 

fce qu'on sait déjà (I). >Tc fais ensuite Tn^i , dans C^) } et , d'après let Tlbaff 

i» A>BfC, relatives A nvsse , >'ai , c 

fQia. r. aa, 
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«y^atimes métaphysiques aux mathématiques , quelques réflexions but 
•ne jouiraient que diiKcîlenient trouver place ailleurs , et que le 
sujet qui m'occupe semble amener d'une manière assez naturelle. 



or^ on a l'équation identique 

■ .1-1 -l'I 'T"»" 



9U bien 






+...-+ 



c'est-à-dire (6) qu'on a , lorsque m=i , 

M'=M+;M-i;K+....+;;i;B+i-A+-i-.. (7) 

Gn téniti\ t •■ » P°*'' ^ ^ de m , on a la relation (7) , je dii que , pour I« 
«as de tn-t-i ) on aura 

M"=M'+iL'+;K'+...+-î-B'+-A'+-^ . (8) 

En eflet, d'après l'bj'polLèw (7) et U relalien g^hjnle (5), on aurt 
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J'avais iMen prévu, en lisant Kant . que les. géomètres seraient, 

tôt ou tard . l'objet des tracasseries de sa secte, On trouve , dans 



M'=M+;L+;K+....= -^±i.(M+L+K+ ) , 



l'=l+;k+;i+....= ^ {l+k+i+ ) , 



K'=K+èl+;H+.... = =ï±i-(K+l+H+ ), 

tn—i+l^ 



3e lire de U ce* deux rëiultat» 



1.' M+L+K+....= "^V^'' ■ M' , L+K+I+.., 



m+i m+t 

,.' M'+L'+X.'+...=M+Lft+...+J(L+K+I+...H-{(K+I+H+...)+.,.. , 
donc., on anra , par la tubatitution du I.*' dan» le 3.*>* . 

M/+L^4.K/+.„.=^'"°+'+''> !î.'+ 5=+?? .H +2±=> E+:...^ l 

par conspuent 

(m+iXM'+L'+K'+~.>(»>t2W (M'+^+ï^4-...y(M'+L'+K'+..)r " 

ee qui donne ' ' < 

-5^fM'+L'+K'+....}=M'+îL'+;K'+..... f 

l^natioa dont le prenuer membre ctt , d'après (5J . reapréssion de M". Donc 
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les prol^gom^es de la Critique de la raison pure , ce passage 
fris-significatif : ( Je cite d'après la trailiiction - latine de Born ) 
Cum enim vix untjuam de mathcsi sud pliihsophati sint ( ardaum 

sanè negotium ) , . . . trîtœ reguiœ ûltjue empiricé vsurpaiœ iis 

sunt instar axiomatum ; maïs j'étais loin d'IoiDginer jusqu'à quel 

la relation (8) csl vraie qii:md la ret.ilîon (7) a Iic<t ; maU , pour m-=Q , rn^ai ^ 
celte dcrnît.'1'e csl di'montr^ ; donc- elle eH géncraleroent vraie. En l'appliquant 
4 {'(équation (4) , on aura 

PaA^+'Fjr-AA^+'F^-l- BA™-^»Fjr_ CA'"+-»Fa:+..„ 

— iA^+^Fo^+ÎAA^+'F*— iBA'»-^<Fj:-4-..„ 

+i A^+'F^r— :aA"*+<Fx+.... 

_1 A'"+*Fjr+...- 



Li première li^ne horUontale est b mima chose (3) que AIT; la 3<"* U mém* 
choM que — ;A>n ; la 3.1" la même chote que ■j^-jA'n i âonc 



P=An— ^ A'n+l AJn— ; a tn4- . . 



C'est l* relation qui règne entre deux sëriea consécutives , coeKcîem de ft , dau 
h d^fcloppement de ¥(x-^m} , suivant les puissances de n 1 relation que nout 
•Tons établie d'âne autre manière ( n,° l5 } { et de laquelle il suit que , si l'ox 
bit > comme en l'endroit cii£ i 

AF*— si*^«+7**Fjf— KdFx , 

su anr» ■ .^T • 

nssd^FiB ; ' Fi=dm4-iF4!i 

On passe absolument de la mémo manière du. développement de (i+i)" , donné 
par U formule du binôme , au développement suivant let puissaacea de k ; d'oA 
l'on voit que c'est pure pareue nu anallste* d'inlrodi^ l'infini pour efièciuK 
|a pasaaj;e. 
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point ils seraient maltraités. Voyez , dans cette fastueuse conclusîoa 
de la Philosophie des mathématiques ( pages 356 et suivantes } , 
avec quel afiperbe didaîn on y répond à cette question : Quel était 
l'état des mathématiques , et sur-tout de l'algoritlimie , avant cette 
philosophie des mathématiques ? Vingt fois on y répète : « On ne 

a le savait pas...... on ne s'en doulaitménie pas on n'en avait 

» pas l'idée » 

Mais sommes-nous bien aussi pauvres qu'on le dit ? et la Phi" 
losophie critique ne 6e pavauerait-élle point un peu aux dépens 
de noire plumage ? 

« Les tbëories des logarîtlimes et des «nus , ptirement algébriques , 
• n'étaient point connues.... » Quelqu'un a déjà réclamé contra 
cette allégation , en- citant enir'autres l'ouvrage de Suremain-der' 
Missery { Théorie puremeot algjébriqug des quantités tmaginairet t 
Paris l8oi ). 

« La loi fândanientale de la théorie des diiFérences n*étaît pas 

connue » On qualiBe ainsi l'expression de la diH'érence A'' du 

du produit Ff.y^ , partes diiFérences de F;f et Ao /s ^ formule que 
Taylor a publiée depuis long-temps, dans les Transactioits philo- 
sophiques ( tome 3o , page 676 , etc. ). il est bien vrai' qu'on ne 
l'avait pas « reconnue pour la loi fondamentale de todte la théorie 
> des di£Eârences tA des différentielles » , parce qu'il n'est pas vraî 
qu'elle jouisse de cette propriété. Les lois vrainaent fondamentales 
de ces deux théories sont dans les définitions de la différence et de 
la diiTérentieJIe. On déduit de ces délînitlons quelques faits généraux ,' 
fort utiles pour la pratique : la prétendue loi est du nombre. Au 
surplus, le Philasophe a bien senti l'insuifisance de sa Im , quand 
il est question do différencier les fonctions de plusieurs varia- 
bles ; car elle ne va pas jusqu'à donner la forme des dévelop- 
pemens en différences et différentielles partielles. Mais admirez le 
subterfuge qu'il emploie pour sauver l'universalité de cette loi ; il 
afBrme que la forme dont il s'agît « n'a besoin d'aucun artifîco 
» pour itre déduite ou démontrée » ; mais, si cela est, vous 
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n'en êtes qae plus coupable d'avoir prësenté ctXXa forme dans une 
formule fausse ( Philosophie , etc., formule (M), page ii6 ). Oa 
peut la comparer avec la vraie formule que j'ai dooh^e dans le 
pricëdent mémoire (75), et qui comprend > comme cas très-particulier, 
la loi philosophique. 

« La théorie des grades et gradules n'ëlaït point connue » 

c'est-à-dire , qu'où n'avait p^s pensé à créer de nourelles notation* 
pour représenter des expressions aussi simples que 

ZjÇX * LfK 

Voilà , tout au plus, ce que )e puis accorder. Les nouveaux calcul» 
du philosophe sont trop voisins de celui des différences et de celui 
des différeDlielles pour constituer nne branche particulière de l'ana- 
Ilse ; et certes , ce ne serait pas la peine de faire da calcul dî/Té- 
renliel lui-même un algorithme séparé de celui des différences , s* 
la diiTérentielïe s'exprimait en fonction des différences aussi sira" 
plement que le gradule s'exprime en fonction des différentielle». 
C'est une considération de philosophie toute commune qui a suggéré 
aux analistes , à £uler en particulier » la triple génération du nombre- 
suivant les forme» N~P+Q , N=:P . Q , N=:Pf, D'après la 
même considération , îl n'est échappé à aucun d'eux qu'on peut 
faire varier x » dans z=f jr , de trois manières ; c'est<à-diro , en 
supposant que x devienne x-^f , x.(, x* ; et qu'en conséquence 
de chacune de ces hypothèses , la fonction z peut aussi varier d» 
trois .manières , et devenir x+f , x.|, «*; ""de sorte que, pour dé- 
terminée ce que devient z, quand l'accroissement £ est répété un 
certain nombre- de fois , il y a , en général « neuf problèmes & 
résoudre. Le calcul des différences et celui dés différentielles sont 
nés de la considération du premier de ces problèmes , c'est-1-dire , 
de la correspondance établie entre les états variés x-^-^- et z+ip 
et , si les autres problèmes étaient aussi féconds , il resterait encore 
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lien des noureaux algorithmes & créer ^ àe sorte que l'énumi^ration, 
préscnte'e par la philosophie transcen dan laie , des branches de ce 
qu'elle appelle Théorie de la constitution algorithmique ,siiTtÙK loin 
d'être complète. Mais les anallstes n'ont pas ignoré que les autres 
problèmes se ramenaient très-bien au premier. Cependant le calcul 
des |;radules semble' se recommander sur-le-champ , par une appli- 
cation importante -, celle que le philosophe en fait i la recherche 
de la forme des racines d'une équalîon déterminée , exprimées en 
fonction de ses coefHcîens, ... Yollà du moins ce qu'on voudrait nous 
faire conclure d'une discussion qui occupe quatorze mortelles pages 
in-4.*' (^ Philosophie , etc. f ^9^, 83 — 96) hérissées des signes algo- 
rithmiques les plus sanrages. Mais quand , peu elTrayé de tout cet 
appareil. , on se donne la peine de discuter les ralsonnemens » de 
«ImpliËer les calculs , et de traduire les formules en langue ana- 
litique vulgaire , on ne peut se défendre de refuser net son assen- 
timent aux assertions de l'auteur. 
Après avoir posé l'équation identique 

{a'+x){a"-{-x)....=A~^Bs-\:^.=3 , ■ (1) 

on nous dît que c'est par le calcul diflTérentiel qu'on doit chercher 
à exprimer A ^ B, ,.... en fonction de a', a",,..,^ et que réci- 
proquement c'est par le calcul des gradoles qu'on doit arriver aux 

expressions de a' , a" en fonction de A y B^,,.. « £n effet 

» le produit (a'-t-j7)(a''-|-x).... ne saurait étreddcomposë on parties 
K de la sommation que par le calcul différentiel ; -et la somme 

v A-\-Bs~\- ne peut être composée en facteurs que par le calcul 

)i des gradules » ( ibià. pag. 83 ). La première propcsition «st 
fausse ; on a su exprimer les coefficiens en fonction des racinrs » 
long-temps avant la découverte du calcul dllTércntlel. La 2.* pro- 
position ^ qui n'est point une. conséquence de la prepiière, à moins 
qu'on ne veuille introduire dans l'anatise un vague de raisonnement 
^ue repousse l'exactitude de la science , n'est point priçuyée. Je va» 
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même dt^couvrir, tr^- facilement , par Tanatise commune , le rîsulut 
auquel parrleat le phïtosoplie , armé de ses gradules. 
Voici des hypothèses évidemment permises 



Quand les facteurs a'-4-j , a"-\-x , 



. La fonction U 



3.' («'+*)"-% {af'-\-xf ''...,, 



S""-' , 



Four plus de simplicité , ne prenons que trois facteurs. La premiir» 
hypothèse donne 

(fl'+;r)''-* (a''+*)»"-. (•^4-*)'^-* -S«- ; 

•dam ce résaltat , formons la seconde hypothèse ; nous aurons 

/^^yf-«)0'"*ï.^a//4.x'W— 30"-*).(a/''/+jr)*'"'"''ït''""**=S*''**'^''''*^'. (a) 

Si i'oD avait admis quatre facteurs \ on ferait dans ce r&ultat la 
3.* hypothèse. £n général , quand il y a m faclears on fait 'in—\ 
hypothèses successives. Actuellement soient faits dans (a) ^—a y 
t"p=-ht t"'=.c , et U viendra 



(a— *>(«'— *) 



^H-% t«-*J C*'-*) ^, ; 



(3) 



^ l'on fût « ^ h yC infiniment petita , » , b' seront aussi infinimeirt 

^titsj 
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petîls ; et , pâlice qa'tn général d^= l^hlLa , quand x est ÏD&ni- 
«eot petit , l'équàtton (3) deviendra ■ ' . ' * . 



a"'=li+(n-i-)(h'-l)LSr'°~°^''~*'-^ ;»■ 



(4) 



expresMon qui ^ lorsqu'on suppose « la quantité -arbitraire x égale- 
4 à zéro > pour plus'do simplicité * ( ihîJ. pag. 90 ) ptend la forme = 

ti/ i 1 xr ' * )Af Co'. 06'' .. '/E^ 

-»"'=> i+iV-5j-3^j (5) ., 

V0ÎI&, bien sërieusamoil ^ le rësuUat unique du râlé "que Ton 
confie au calcul des gradulès ^ pour "lui- assurer Une entrée brïllartte' 
dans le monde. Etùt-oe bien, la peuiA d« le mettre en scène f J'ose' 
le demander. ■ ' 

J'ai fait remarquer qu'on disposé > dans (4) > de l'arBîtraîre x , 
en lui donnant la valeur zéro^-mais cette hypothèse rédifit g à Ai 
par conséquent , dans le second membre de (5), il n'entre plus que 
le coefEcient j4 ; et la racine ,a"f n'est plus exprimée que par un 
seul des coefficiens dé l'équatlàn. ITaïIIeurs cette hypothèse con- 
trarie évidemment celte qu'on est obligé de faire plus bas(pag. g5), 
d'après laquelle les différentielles successives de je, savoir dr, d'x,.,,^ 
doivent satisfaire è certaines conditions qui, soît dît en passant^ 
auraient grand besoin elles-mêmes d'être conciliées entre ell£!l.' Quoi 
qu'il en soît, dato non conçesso , que le second membre de (5) soit- 
une fonction des coeiHciens A» £,....; quelle est la conséquence' 
qu'on prétend en tirer ? c'est que « la quantité a'" est une quan- 
» tité irrationnelle ou radicale de l'ordre 3— i » ( page 90 ) ou d* 
la forme 

«'//=f I 7/^ «+/,/+/,'/ 1 ; "■ (6^ '': ' ■ '■ 
9, a^, n" étant des foncUons des cœfScieQs A^ B 
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Itfi le philosophe a beau s'enrelopper du Qiystlre fnnSçendaQlàt } 
on n'en aperçoit pas moins que son raisonnement se réduit h ceci:, 
l'expression du second membre de (6) peut être ramenée k la forme 
du second membre de (5) ; donc celte expression reprtisente la forme 
de a^". Je nie la conséquence. Poar que deux choses 'puissent être 
prononcées égales entre elles , lorsqu'elles sont égales h une troi- 
sième ^ il fautique celle-ci soit déterminée ; or, l'expression secosd' 
nie;n)îtrQ.'de (5) est complètement inde'termioée-, puisqu'elle réviMir 

& la forme N"^ ou iV'. Je le demanda; que dirait-on de la lo- . 
gique de l'apaliste qui', ayant trouvé, au bout de ses calculs , les 
deux expressions 0=;) ^^âi ^1 conclurait <i^j ? 
, A La-loi-foqd^ment^U de b tbâorie des nombres était inconnue.... • 
On nous donn« pour tel.le un' théorème algébrique ( ibitf. équat. (Ù), 
pag. 67} qui o'çst. pas plutôt ia loi foBdameatale de cette théorie 
que le ibe'orème connu 

dont le premier est une conséquence peu éloignée. Les nombres 
entiers sont des termes de la suite indéfinie de nombres , qui a séro 
pour ' origine et i pour .différence entre deux termes consécutifs 
^elconques ; 'c'est là leur définition , et conséquemment la vraie 
Ï6Ï fondamentaIe.de leur théorie. Le Phiîosppht. s'emp^esae de conclure 
dfe son théorème Vimpossihiliti âe soumetiTê les npmiTes.f ramiers 
àwu loi{_ihid. page 68 ) ; mais je serai bien curieux de voir.çompent 
il concilierait cette conséquence avec la remarque sineuUère que 
Lambert a consignée dans son Essai ^archiieftonique ( Rig^,,.i^7i , 
page 507 ) et dont voici la substance. : dans, le. a.*"?. .mf^inJliY ,de 
l'équation 

JL. + -fl-+... I ^"^ -|-...=H-2*'+3a^+3**^<*;|-4«*+2JÏ+..... 

chaque coefficient est égal 9a noiqbre des divîs^rs de l'exposant ^ 
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SUR LE Ca^LCUI- DliFFÈRENTIEL. 'i9j 
ée majùtre que ioiu Us termes et les seuls termes aHectës du coeffi- 
cient 3 ont UQ exposant preipier. 

« La résolution tliéorique des équations d'^uivalence ^tait tout 
« \ fait problématique....» Malgré les promesses de la philosophie , 
«lie OB est encore au même point. Les formes assignées aux racines 
{ibid, pag. 94) "^ '^O^ )>> P^*'' "' ™oi°s problématiques qu'elles 
l'éuient; et la résolution générale des équations ( littérales ) de tevs les 
degrés, donnée par le philosophe (Paris, 1812) est certes bien loîh 
d'avoir levé tous les doates. Voyez , enli'aatres , ceux de mon estimable 
ami , le professeur Gergonne , dans ce recueil , tom-UI^ p;>g. -di > 
1Î7 , 206 ). 

* La résolution des équations dliférentielles était encore plus im* 
* parfaite.... » La philosophie l'a donc bleu avancée E Je n'en suis 
point persuadé. J'aurats désire d'ailleurs qu'on fit au moins iâ.t 
légère mention des méthodes générales proposées par Fontaine « 
Condorcel , Pezzi , etc. ; quand ce n'eût été qae poar les combattire. 
« La loi' de la forme générale des séries ( le dëvetppperoent de F;r ^ 
« suivant les puissances de fjc ), et encore moins la loi de Iaform« 
» la plus ge'nérale de ces fonctions techniques ( le développement 
« saivaiit'les produits des états variés ) , n'étaient nullement coiinus..... » 
La première cependant n'est qu'an cas particulier de - la fïarmula 
de Burman que )*ai donnée (112); elle se trodv« daûs- le Calcul 
des dérivations d'Arbogast (n.<* 387 ) ; et l'autre est, comme ja 
'fai dit ^ un cas particulier de ma fonnule (aS), connue au moins 
poar des cas trèa-dtendus : tel est celui-ci- 

car c'est \ cela qtic revient la résolution du problème de rartîcle 3^S' 
du Calcul des dérivations. Ajoutons qu'Euler s'est élevé à quelque 
chose de plus général' encore , lorsque , dans un m'énioire fort ori- 
ginal ( Noctt Acta petrop. 1 786 ) sur la fameuse sâriê de Lambert l 
il p'art de cette'' expiression !'.:■. 
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' « lia loi de TayloT ne s'ëtend qu'aux fonctions données imro^- 
p diatem«nt , et. non & celles donn<i«s par les éijuatluas .t,^...» 
( Rifaiatiûn , etc. , pag. 3o ). iNous avons démontré le conlraire 
dans notre préc(ident mémpire ( n." 19). 

« Déduire le développement de tr ( d'après l'équation dbnaée 
y o=p(;r»0) ), suivant Jes puissances de -^a ; c'est déjà beaucoup 
» plus que ce qu'on fait jusqu'à ce jour dans l'algonthmie....» 
^ ibid, pag 32 ). Cette prétention doit être appréciée après avoir 
lu les articles, depuis 3i8 jusqu'à $36 inclusivement , du Cakul 
des dérivations. 

. rJe serai plus .braf" encore sar l'autre question du Cri ticisie t Quel 
ttra rétftt -de J'algorithmie y après xeite philosophie des wnaihèma- 
ii^Ues ? J« vois dés promesses ; lavare ' lui-même n'en est pas chïclie % 

et det anooncfis de résultats c'e^t autre chose encore } écoutons. 

( Réfutation , etc. , pag. 38 ). 

j, « Sii la philosophie avait déjà donne la lëgisUtlon des mathéma- 

* tiques ». Cette législation appartient sans doute à la philosophie, 

CQ général , mais «on à aucun systèma particulter.' Les péripatéùciens 
Heriinus , :Daiypodiu6 .et Comp.* ont .mU la géométrie en syllogismes. 
Les philosophes dç Fort-Eoyal ,. nouveaux Pro«ustM , ont torturé 
cette même géométrie , pour la réduire aux proportions de leur 
étroite logique. Un philosophe allemand, d'abord disciple de Kant, 
puis transfuge dans les rangs. opposés , yteirt dp persuader au mathé- 
maticien Langsdorf qu'il fallait refondre les principes de la science, 
admettre, en géométrie, dss points spacieux-^ etc., etc. Voilà un 
échantillon des services qw'e les. systèmes xendent aux ma ihéma tiques. 

w £.t qu'Ole l'eût garantie , par l'explication rigoureuse, de toutes 
» ^eS| diihcultés... .» Oui! les diiBcultés Imagifiaires. du calcul .^lif' 
féreotiel , expliquées par une Antinomie critique ! \jii paradoxes d# 
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Kramp résolus par des zéros , ou des infiniment petits , pairs et 
impairs î etc. ! 

« Et sur-tont par la découverte des lois fondamenUles de cettft 
science.,.., ;>. Je le répète , il n'y a d'autres lois foadameutales 4jue 
les détinitions, qui ne sont plus 1 découvrir. 

« Lois qui dolvant enfin conduire ii la solution des grands pro- 

• blêmes qu'on n'a pu résoudre jusqu'à ce jour ». Fiai/ Fiat! 

. «Que resterait-il à faire aux géomètres? Deux choses : l'une ...., 

• de recevoir, de la philosophie * tes principes des mathématiques...». 
Co serait mon parti , si la philosophie était un corps de doctrine 
révélée. 

« L'autre d'étudier la philosophie transcendantale qui est la base 
» de cette dernière ...... Mais, si le résultat de celte étude était d« 

ne pas croire an ' transcendantalisme , ou du moins d'en douter ? 
Car , après tout , c'est une opinion humaine ; bien plus , c'est un 
système enveloppé de ténèbres que peu de personnes peuvent sa 
flatter de percer. Ch, Villers accuse les académiciens de Berlin de 
n'y avoir vu goutte ; d'autres lui adressent la même politesse. Aa 
. milieu du brouhaha des discussions ' philosophiques d'outre-RbIn , on 
ne distingue bien clairement que ce refrein.... « On ne m'entend 

■ pas...! ». Et l'on p;réteadrait établir , sur une base de cette na- 
ture , la pins claire et la plus certaine des sciences !.». 

Pour moi je déclare ' , en finissant , que je m'en tiens provisoire- 
ment Jk la philosophie des mathématiques dont Dalembert qui en 
Triait bien un autre y et comme philosophe «t comme mathémati- 
cien , a posé les principéi. « Comme la certitude des mathé'mati- 
» qoes , dit-il , ( Encydop. , Axl. APPLICATION') vient dé la sim- 
» plicité de leur objet , la métaphysique n'en' saurait élrc irop 
* simple et' trop lumjneùse ; elle doit toujours se .'réduire a ^^* 
« notions 'claires f pr^ises et sans obscurité. En effet , cominèpl les 
» conséquencu pourraient-elles être certaines et évidentes , si les 
» principes ne l'étaient pas? Plus cette métaphysique , ajoute-t-ilî 
» ( Ihid. Art. ÉLÉXSitS ) est .Mrople <et facile y«% ^pour ainsi dire | 
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» populaire, et plus elle est précieuse; on peut même dire que la 

» facilité et la simplicité eo sont la pierre de touche ». 

Au surplus , bien convaincu que j'ai raison contre la Philosophie 
critique ; je ne veux point me donner des torts envers le philo^ 
sophe : je me hâte donc de déclarer que je me plairai toujours à 
reconnaître , dans l'auteur de la Philosophie des mathimaliques ^ 
un géomètre trfes-habîle et très-instruit , dont les travaux pourraient 
devenir extrêmement utiles i la science , s'il parvenait jamais 1 se 
soustraire à l'influence du système philosophique par lequel , suivant 
moi , il s'est très-peu philosophiquement laissé subjuguer. 

La Fère , le lo d'août i8i4* 



ARITHMETIQUE. 

Sur le caractère de dmsihilUêdes nombres par ceriains 
diviseurs ; 

Par M. G B R G o M N £. 



OoiT TU un nombre entier quelconque , écrit dans le système d« 
namératioD dont h est la base. Concevons qu'on ait partagé ce 
nombre y en allant.de droite & gauche» en tranches de m chiffres 
chacune * sauf la derrùère qui pourra en avoir moins; et soient, 
en allant aussi de droite à gauchâj A^ , A, , Ai>..A,f» ces 
tranches > comidérëeA comme autant de nombres isolés. On aura 
évidemment 

K=A.+A>+A»«":i-Aiîi*+— 
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.Cette éguatioD pourra ensuite être mise sous les trois formes suivantes 

N=i";A,+A.i"+A,*'"+....)+A. . (1) 

H={A.(J--i)+A,(«>"-i)+A,(«""-i)+....( 

. -KA.+A.+A.+A, +....) 

N=[A,(J"'+i)+A.(«'"— j+A/i-'+iH--..) 

(3) 
+CA.+A.+A.+....)-(A.+A,+A,+....) . 

En observant que les premières parties cle ces diverses expression» 
de N sont respectivement- divisibles -par- b'^ , ^™— i -, ii^-H-, <t 
coostfquemment par tbus diviseurs de ces trois nombres , on pourra 
établir les propositions suivantes. 

i." Dans tout système d$ nttmèrgiton ^ /a reHt de la Mpision 
d'un nombre <]uelcon<jue par un diviseur {quelconque de la m."** 
puissance de la base du système , est le même que celui qjion 
obtient en divisant sa première tranche de m . chiffre» à droite 
par ce diviseur. 

3." Dans tout système de numération t le reste de la division 
dun nombre -quelconque par un diviseur quelconque du pfus 
grand' -nombre de m chijffiret est- le inême que ceieti qu'on -olH 
tient en-diffsa^t la somme de. seS' tranches de m thi^respar' 
ce diviseur. . 

3." Dans,. tout, système, da numération le 'reste de la dkisien^ 
dun nombre quelconque par Tun quelconque. , des diviseurs de<la_, 
m.*"" puissance de la base augmentée -dune, unité, est. le même qufi^ 
celui qdon obtient en divisant par le mime diviseur la somme 
des tranches de m chiffres de rangs impairs moins la somme dee 
tranches de m chiffres de rangs pairs. 

Afin dooc que la prem ièt» " <i i T i » ioH g rf ussîssc -, dans chaque cas , 
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il sera n^essaîre et suffisant' que la seconde , plus simple , tlûs^ 
sisse également. Voilà donc autant de caractères àe divisibilité des 
nombres par certains diviseurs. 

Ainsi , par exempte , dans notre système de numération , la dir 
visibilité d'un nombre par 37 tiendra à la divisibilité par 37 de la 
somme de ses tranches de trois chiffres ; sa divisibilité par 7 dé- 
pendra 'de la divisibilité par 7 de la somme de ses tranches de 
trois chiffres de rangs Impairs moina la somme de tes tranches de 
trois chiffres ,de rangs pairs. 

Si l'on suppose f»=:i , on retombe sur les caractires connus de 
divisibilité par 2 , 3 , 5 ^ 9 et ii. 



QUESTIONS PROPOSÉES. 

• Problèmes de Géométrie, 

ï. t^uELLE aarfaee d<Ecr!t le sommet d'an angle trîîdre tri-rectmgifr 
i^obile, dont les arêtes sont assujetties & toucher perpétaetlement 
une surface £ze du second ordre ? 

II. Quelle surface de*crîl le sommet d'an angïe trîèdre Iri-rectancTe 
mobile, dont les faces sont assujetties & être perpéluellement tan- 
gentes à une même surface £ze du second ordre f 
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STABILITÉ DES CORPS FLOTTANS. 173 

HYDROSTATIQUE. 

De la stabilité des corps Jloltans ', 

Premier mémoire de la seconde partie de» dèi^eloppemens dt 
géométrie ; 

Par M. Ch. Dupik , correspondant de l'institut de France ,- 
associé étranger de celui de Naples, capitaine du génie' 
maritime , etc. 

Rapport sur ce mémoire , fait à la première classe de 
^institut de France , 

Par M. Caanot. 



i\X. Sané , M. Poinsot et moi , avons i^Kè cliarg^s par la classo 
de lui rendre compte d'un mémoire sur la stabilité des corp» flottans 
qui lui fut présenté le lo janvier dernier, par M. Charles Dupin ^ 
capitaine en premier au corps du génie maritime , et aux travaux 
duquel la classe a déjà plusieurs Fois applaudi. Ce mémoire m^me 
a été composé par un jeune officier qui s'attendait à chaque mo-^ 
ment à recevoir des ordres pour se rendre aux armées. 

Le mémoire de M. Dupm est la première application des mé- 
thodes exposées par le même auteur dans cinq autres mémoires 
de géométrie , approuvés par la classe» et publiés ensuite sous le. 
Tom. F, ».• FJ , I." décembre 1814. 33 



yGoogle 



17^ STABILITÉ 

titre de Développement de géométrie ^ pour faire suite \ la g^- 
mëtrie descriptive el à la géomëlrie analitique de M. Monge. 

£n voyant ces premières recherches , notre illustre Lagrange * 
dont les suffrages peuvent être regardés comme les plus beaux titres d'ua 
jeune géomètre , a fait d'elles cet éloge , conBrmé par le jugement de la 
classe. « L'auteur a trouvé le secret de dire des choses neuves et 
M intéressantes', sur un sujet que nous croyons épuisé. ». 

Le nouveau sujet que M. Dupin s'est proposé de traiter , dam 
le mémoire dont nous avons à rendre compte , est plus difficile 
encore que celui d«s mémoires préccdcns , et semblait pareillement 
ëpuisd. La théorie de l'équilibre des corps flottans sur un fluide 
a fait l'objet des recherches des plus grands géomètres. Archimède 
est le premier qui s'en soit occupé ; et. le livre où il traite cutte 
matière , si peu abordable de son temps , est, avec raison , regardé 
comme un des écrits qui font te plus d'honneur i son génie. En 
n'employant que la méthode synthétique, Archimède recherche les 
conditions de l'équilibre des corps sphérîques , cylindriques et para- 
boliques. Il détermine dans quel cas l'équilibre doit être stable et 
dans quel cas ïl ne doit pas l'élrc. En admirant la force d'esprit 
qu'exigeaient ces premiers résultats d'une science alors dans l'en- 
fance , on ne peut s'empêcher d'avouer qu'une méthode qui doil^ 
à chaque corps nouveau dont on s'occupe , recourir à de nouveaux 
moyens de solution, ne soit d'une étude et d'une application ex-> 
trémement pénibles. 

M. Dupin annonce que, dans un second mémoire , il raprendra 
toutes les questions traitées par Archimède , pour les faire dériver, 
comme autant de corollaires, d'un seul et mêmt principe : si celte 
partie est bien traitée , ce ne sera pas la moins inléressaote de 
aon travail. 

Dix -neuf siècles se passèrent avant qu'on revînt aux questions 
traitées par Archimède , pour reculer de ce côté tes bornes de la 
science. Deux géomètres l'entreprirent, pour ainû dire, en m£me 
temps. 
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Bougaer, dans le voyage où il fut , avec Lacondantfne , me- 
anrer sons l'équatear un arc du méridien , employait ses loisirs k 
composer, le Traité du nafire ; tandis qu'EuIer , à Pélershoarg , 
écrivait son livre intitule Scientia nafolis. Dans ces deux ouvrages, 
on voit la question de l'équilibre des corps floltans trailce soys 
un point de vue beaucoup plus général que ne l'avait fait Arcfaî- 
mède. La seule restriction qu'on s'y permette encore est de re- 
garder les corps comme symétriques par rapport à un plan. Telle 
est , en effet , la forme de nos vaisseaux de guerre ou de com- 
merce , ces grands corps flottans dont l'équilibre et la stabilité sont 
d'une considération si importante, 

Bouguer se rapprocha de la méthode des anciens ; ÎI présent 
Ms idées sous une forme géométrique ; il les rendit par là plu» 
sensibles ; et les ingénieurs maritimes de toutes les nations adop- 
tèrent sa manière de déterminer la stabilité des corps (lotlans. Euler 
n'iibandonna pas sa méthode accontumée , et parvint au même bul 
par une anatise simple , éli^gante et facile. 

M. Dupin suit une marche différente de celle qu'avaient adoptée 
ces deux illustres géomètres ; il emploie une géométrie qui n'était 
pas connae de leur temps , et ce nouvel instrument le conduit à 
de nouveaux résultais. 

Au lieu de se tenir toujours infiniment près de chaque position 
«Tëquilibre , pour voir ainsi ce qui se passe autour d'elle , il con- 
sidère , à la fois , toutes les positions qu'un corps peut prendre , 
en flottant sur un même fluide , lorsque ce corps est d'un poids 
constant et d'une forme extérieure invariable. 

Four que le corps flottant soit en équilibre , il faut , comme on 

sait , que son centre de gravité soit sur la même verticale que Iç 

centre de volume de sa carène ; cette carène étant terminée au 

nivesa du fluide par un plan horizontal qu'im appelle le plan de 

Jlottaison, 

Mais , le poids du corps étant suppose eoq;(t^* , le velume de 
kk caiène l'est aussi. Si donc , par des transpositions dans l'intérieur , 
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on fait prendre aa centre de gravité du corps flottant foules les 
positions possibles , sans que la figure extérieure de ce corps change , 
on va trouver y pour ces différons états d'un même corps , une 
infinité de plans de flottaison différens , et une Infinité de carènci 
différentes. Chacune de ces carènes a son centre de volume en un 
point particulier. Voilà , par conséquent , une infinité de centres 
de carène. Ils forment une surface : c'est la Surface des centres 
de carène. Tous les plans de flottaison sont tangens à une autre surface 
qui , par rapport à ces plans , est du genre de Ci-Otes que M. Monge 
a nommées enveloppes : c'est la surface enveloppe des flottaisons. 
On n'avait pas encore eu l'idée d'envisager ces deux surfaces, 
et c'est leur considération qui conduit M. Dupin , d'abord à des 
théorèmes qui renferment tous ceux que l'on connaît déjà sur 
la stabilité des corps flottans , et ensuite à beaucoup d'uutres théorèmes 
nouveaux. 

L'auteur observe premièrement que la définition de la surface 
des centres de carène et celle de l'enveloppe dos flottaisons étant 
purement géométriques , la recherche des [propriétés générale de ces 
surfaces doit appartenir uniquement à la science de l'étendue. II 
s'occupe d'abord des propriétés de la première de ces surfaces , et 
la traite d'après tes principes qu'il a exposés dans ses Développe^ 
mens de géométrie : voici les résultats auxquels il parvient. 

La surface des c. d rcs de carène est nécessairement d'une éten- 
due finie ; elle est fermée de toutes parts. Quelle que soit la forme 
irrégulîère du corps flottant, la surface des centres de carène est 
toujours continue ( en ce sens que ses plans tangens se succèdent 
constamment, par une dégradation insensible dans leurs directions , 
de manière à ne former ni angles ni arêtes sur la surface ). 

Si l'on place le corps flottant dans une position d'équilibre , le 
centre de sa carène jera en un certain point de la surface Heu des 
centres , et le plan tangent à la surface en ce point sera néces- 
sairement pèrallMe'.au plan de flottaison , c'est-ik-dire horizontal. 
De là résulte immédiatemeot cette autre propriété générale. Daoj 
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une position d'iiquilibre quelcoa4]ue , la droite menëe par le centre 
de gravité du corps flottant et par le centre de carène , est nor- 
male , en ce dernier point, à la surface des centres de carène. 

Ainsi , dès le principe y l'auteur ramène la recherche des positions 
d'équilibre d'un corps flottant à la détermination des droites nor- 
males à la surface des centres de cdrène , en ne prenant , parmi 
ces normales que celles qui passent par le centre de gravité du corps. 

Il ne sufBt pas de déterminer une position d'équilibre , IL faut 
s 'assurer de plus que cette position est stable. 
. On voit des corps flottans que l'on cherche vainement Ji déranger 
de leur position primitive. De quelque côté qu'on les incline y ils 
tendent toujours à se redresser. On en voit , au contraire qui , dès 
qu'on les dérange un peu de leur première position , de quelque 
côté qu'on les incline , s'inclinent encore davantage , et ne reviennent 
plus à leur première assiette. £n£n on en voit d'autres qui , pen- 
chés d'un certain côté , tendent à se redresser , tandis qu'en les 
penchant dans une autre direction , ils s'écartent de plus en pin* 
de la position primitive. Dans le premier cas , on dit que l'équilibre 
est stable, dans le second, qu'il est absolument instable ^ et dans 
le troisième que cet équilibre est mixte. 

Or , rien n'est plus facile que d'assigner les caractères de ces 
dlfférens genres d'équilibre , en considérant la surface des centres 
de carène. Lorsqu'on incline très^peu le corps âottant , on peut 
concevoir qu'il tourne autour d'un axe horizontal. Maintenant , par 
le centre de la carène qui correspond k la position d'équilibre , con- 
cevons un plan perpendiculaire à cet axe; ce pian sera Vertical et 
coupera normalement en ce point la surface des centres de carèfle. 
Déterminons, pour ce' même point , le centre de courbure de e<fclte 
section ; il sera sur la même verticale que le centre de gravité d« 
corps flottant. Cela posé, 1/ ^il est au-desSus , l'équilibré est ablo-^ 
lament stai/e ; -a," &.'il_est au-dessous , l'équilibre est absolument 
insiahle ; 3.|* s'ils se confondent , l'équilibre est mixte. Ainsi , ce 
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centre de courBare joue , dans la théorie de M. Dupin , te même 

rôle que le métacentre dans la théorie de Bouguer. 

De ces principes résulte ce théorème nouveau et remarquahle : 
suivant ^ue la position d'un corps flottant est stahle on non sta- 
hle , la distance du eentre de gravité de ce corps au centre de 
sa carène est un minimum ou un maximum , par rapport à toutts 
les positions foïtines tjue peut prendre le corps flottant. 

£n appliquant à la stabilité les propriétés de la courbure de» 
surfaces , l'auteur conclut d'abord que , si l'on încline successivement , 
autour de tous les axes possibles , un corps en équilibre sur un 
fluide , t.* la direction de la plus grande slabililë est celle où l'axe 
est parallèle & la direction de la plus grande courbure de la sur- 
face des centres de carène» 2.* la direction de la moindre stabilité 
est celle oii l'axe est parallèle i la direction d* la moindre cour- 
bure de la même surface. 

De là il suit immédiatement que les directions de pins grande 
et de moindre stabilité d'un corps flottant quelconque se croiseni 
toujours & angle droit. 

Pour examiner les stabilités comprises entre ces deux extrêmes ^ 
M. Dupin se sert encore de la surface des centres de car&ne ; il 
• Recours à la courbe indicatrice et aux tangentes conjugiUes de 
cette surface. On peut voir, dans le rapport de M. Poisson , sur 
tes trois premiers mémoires de M. Dupin , la dé6nitioa de cette 
fourbe et de ces tangentes , ainsi que l'exposition de leurs prin- 
cipales propriétés , faite avec autant de clarté que de précision. (*) 

Il nous suffit de dire que , si l'on coupe une surface par UD 
plan infiniment voisin de son plan tangent et parallèle à ce plan, 
la section est une cotirbe du second degré, que M. Dupin appelle 
iodicsiricCf pwfQ qu'elle indique en effet la forme de la surface, 
\ partir du point oi^ elle est touchée par le plan tangent que l'oa 
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«onsîâ&re. Les dlamàtres conjugués de ceUe indicatrice représentent 
avtant de systèmes de tangentes conjuguées de cette surface. 

Reveuons à la aurface des centres de carène. Elle a partout ses 
deux courbures dirigées dans le même sens : son indicatrice est donc 
cQnstaniment une ellipse. Les axes de cette ellipse sont parallèles . 
aus directions de plus grande et de moindre staltllité du corps 
.flollanl. 

Les degrés de slabîlilë. du corps flottant sont proportionnels aux 
qtiarrés des diamètres de l'indicatrice ,- ces diamètres étant dirigés 
dans le sens de l'inclinaison du corps Hottant. 

Or , les diaiBcU'es d'une ellipse sont disposés symétriquement de 
cùié et d'autre des deux axes ; donc les stabilités iateimédîaircs 
sont aussi disposées symétriquement de c^té. et d'autre des deux- 
directions de plus grande et de moindre stabilité. ^. 

Si l'on appelle, arec M. Dupin , stabilités conjuguées, celles qui 
appartiennent i des inclinaisons répondant i deux, diainàtres con-> 
jugués de l'indicatrice , on verra qu'elles jouissent d« cette pro-' 
priété générale : pour une même position d'équilibre ,. 1& aoiamé 
de deux stabilités conjuguées est oécessai rement constante. et égale 
4 la somme de ta plus grande et de la moindre stAbiUlés du cca-p». 
flottant. 

. EnSn M. Dupin , par le secours de la courbe indicatrice détcr- 
' mine, dans les cas d'équilibre mixte, les limites 'qui séparent le^ 
directions où l'équilibre est stable d'avec ceUes -oÀ il ne l'est pas. 
Jusqu'ici , l'auteur supposait que la forme extérieure du oorp» 
flottant dût rester constamment la même ; il suppose ensuite que 
cette forme varie d'une manière très-générale ; il s*as*ujettlt 3eu-< - 
lemeot à laisser constantes les hauteurs des .centres 'de gravité da 
corps et de sa carène , ainsi que la 6gure de la ûottaisoa, Aiori 
U examine les transformations infinies que peut éprouver la sur- 
face des centres de carène ; il ramène ces transformations à. cellea 
dont il a fait l'examen dans ses Déceloppemens ie géométrie. II en 
conclat que les nouvelles surfaces des centres de c^rèùe aurçnt 
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toutes un contact , au moins du second ordre , arec la sarface pri-* 
mïtivc ; et par conséquent y que tous les nouveaux corps flottant 
auxquels ces nouvelles surfaces appartiennent ont la même stabîlîtë 
que le premiers corps flottant. C'est ainsi que M. Dupin cherche 
à utiliser les principes qu'il a présentes dans ses premiers mémoires. 

Telles sont les principales propriétés de la surface des centres de 
carène. Après les avoir développées, l'auteur considère spéclalemml . 
]a surface enveloppe des flottaisons et l'aire de chaque flottaison. 

Cette seconde surface est , comme la première , fermée de toutes 
parts ; elle présente aussi partout ses deux courbures dirigées dans 
le même sens. Elles ont ensemble cette corrélation singulière qu'elîes 
ne peuvent jamais se couper ; tantôt la première embrasse complè- 
tement la seconde ; tantôt la seconde embrasse complètement U 
première. 

D'après sa déûnition f l'enveloppe des flottaisons a pour plana 
tangens tous les plans de flottaison. Or , le point de contact de 
l'enveloppe et de ces plans est le centre de gravîtt! de l'aire de 
chaque flottaison ( cette aire étant terminée par le périmètre da 
corps flottant ). Ce théorème revient , quant au fond , & celui qu'on 
doit k de Lacroix , membre de l'ancienne académie des sciences ; 
Huler en parle dans la préface de son traité ; Scientîa napûiit. 

M. Xhipin fait voir généralement que le plus graad et le plu» 
petit rayon de oourbure de la surface des centres sont égaux au plu» 
grand ou au plus petit moment d'inertie de l'aire de la flotlaisoD, 
divisé par le volume de ta carène. 

De U il conclut immédiatement que la dircetion de la plus grande 
eu de la ntoindre :stabilitë du corps flottant est parallèle k l'axe 
du plus grand ou du plus petit moment d'inertie de l'aire de la 
fiott^son : théorème connu. - 

Par une correspondance bien singulière» la courbure de' la surface des 
centres de carène dépend donc spécialement de la 5gure de la flot-; 
tfùson ; mais la eouri>ure de la surface enveloppe des flottaison» 
dépend de quantité» pJm compliquées. Cependaot ^ U est intéressant 
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connaître les ëtëmens de cette courbure ; ils indiquent dans quelle» 
directions les- 5tabilitës primitives croissent ou décroissent par les 
degrés les plus lents ou les plus rapides , et peuvent montrer les 
états prochains de stabilité d'un corps flottant dérangé de sa po- 
sition d'équilibre. Cette recbercbe ne peut éire que ll'un grand intérêt 
pour la théorie de la construction des vaisseaux. 

Voici , Â ce sujet , les résultats auxquels l'auteur parvient ; ÎIs 
l'offrent sous une forme singulière. 

Si l'on charge le contour de la flottaison par des poids propor- 
tionnels ^ la tangente de l'angle formé par la verticale et la paroî 
du corps flotlanl , les axes principaux du plus grand et du plus 
petit moment d'inertie do cette ligne pesante seront rcspeclivcment 
parallèles aux directions de plus grande et de moindre courbure de 
l'enveloppe des flottaisons. 

£t si l'on divise par la stiperflnie de la flottaison deux fois ce 
plus grand ou ce plus petit moment d'inertie , le quotient sera le rayon 
de moindre ou de plus grande courbure de la surface des flottaisons. 

Après s'être occupé de tout ce qui peut caractériser une po- 
sition d'i'quilibre , considérée isolément, M. Dupîn considère, à la 
fois, toutes les positions d'éqiiiiibre que peut prendre un corps flot- 
tant dont U forme est invarialle , ainsi que son poids et la po- 
sition de son centre de gravité. 

Cette partie de son travail > quoiqu'elle ne paraisse pas devoir 
être aussi féconde que la première en conséquences utiles , semble 
peut-être plus originale, et par la généralité des résultats, et par 
la simplicité des moyens de solution. 

D'après la théorie précédemment exposée , la recherche de toutes 
les positions d'équilibre du corps flottant e^t ramenée i celle de toutes 
les droites que l'on peut , du centre de gravité de ce corps , mener 
normalement k la surface des centres de carène. 

L'auteur prouve d'abord que tout corps solide , flottant sur u» 
fluide , présente au moins deux positions d'équilibre ; l'une dont 
U stahiliié est absolue; l'autre dont l'iiutabilité est pareillement ab- 
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solue ; principe (juî 'n'avait pas encore été démontré directement, 

£nsuïte ce géomètre fait voir que le nombre des positions d'c- 
quilibre d'un corps Boitant est gënëralement pair ; et il prouve que 
le nombre des positions d'tiquilibre du premier genre est toujours 
égal au nombre des positions du second genre. 

£t si l'on fait tourner la surface des centres de carène autour 
d'un axe quelconque mené par le centre de gravité da corps flot- 
tant, puisqu'on détermine la surface de révolution enveloppe de l'es* 
pace parcouru par cette surface ; en se diri^faul ensuite sur la courbe 
de contact de l'enveloppe et de l'cnvuloppee , on rencontrera suc- 
cessivement tous les centres de carène qui appartiennent aux po- 
sitions d'équilibre , et ces centres appartiendront alternatlvemeiit à 
des positions stable, instable, stable, instable, etc. 

S'il y a des positions d'équilibre mixtes , il faudra regarder cba- 
cune d'elles comme la réunion de deux positions d'équilibre, l'une 
«table et l'autre instable ; et l'on trouvera toujours , en marchant 
sur la courbe de contact dont nous venons de parler, que les centres 
de carène qui correspondent k des positions d'équilibre, appartiennent 
alternativement à des positions d'équilibre stable et instable. 

Ce nouvel ouvrage de M. Dupin confirme les espérances que ce 
jeune savant a données par ses premiers travaux ; et l'on ne peut 
qu'applaudir à ses efforts constans pour en diriger les résultats vers 
la pratique du grand art auquel il s'est voué. Nous peVisons que le 
mémoire de M, Dupin mëritç l'approbation de la classe , et nous 
lui proposons de le faire comprendre dans la collection des savans 
étrangers. 

Signé Sané , Foînsot et Carnot , rapporteur. 

Le Secrétaire perpétuel pour les sciences mathématiques certifie 
que ce rapport est extrait du procès-verbal de la séance du mardi 3o 
août i8i4> 

Signé Delambre, chevalier de la Légion d'honneor. 
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PHILOSOPHIE MATHÉMATIQUE. 

De tusage des infinimpnt petits dans la géométrie 
élémentaire; 

Par M. Gbrgonne. 



xJA nianî&re dont je me suis expliqué en dÎTcrs endroits de ce 
recueil, et l'emploi fn-qnent que j'y al fait delà aërie de TayloF, 
donnent assez à connaître que je ne pense pas que la méthode 
des ii^niment petits doive être employée dans les sciences exactes , 
du moins comme méthode d'exposition. 

Mais je n>anquerais de' twnne fol si je dissicnulais les objections 
graves, que l'on peut opposer aux méthodes plus rî^ureuses par 
lesquelles relle-là f^st communiîment remplacée. 11 est cerlata , eâ 
cHet , que ces mclhodes sont d'ordinaire longues , compliquées et 
difEciles à suivre ; ce qui est un inconvénient noiaUe ^ sur^«ut éè* 
l'entrée d'une science» où l'on s'expose , parleur emploi prématuré, 
i rebuter un grand nombre de commen^ans que des méthodes moins 
Révères auraient au contraire attirés , et dont les éludes et les succès 
auraient pu tourner ensuite au proBt de la science. Dans les élémenS ' 
de géométrie, en parliculicr , la réduction î l'absurde ou la méthode 
d 'e-Ahimssion , constamment employée par les disciples d'Euclide ^ 
présente un vice capital qui consiste dans sen opposition formelle 
avec l'c&prit d'iuventlon * et dans la nécesùté où elle met souvent 
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celui qui enseigne de supposer déj^ connus i l'avance , par nnd 
sorte de révélation d'en haut, les résullats dont il va établir la légi- 
timité ; résullats qui , par suite , ne se gravent que très-diiKcilement 
dans la mémoire de l'élève qui ne volt immédiatement, par exem- 
ple > pourquoi le volume d'une pyramide est plutôt le produit de 
sa hauteur par le tiers de sa base que par toute autre fraclion de 
cette base , et qui ne conçoit pas mieux comment les premiers in- 
tenteurs sont parvenus ^ deviner ces sortes de résultats. (*) 

C'est U sans doute ce qui a pu déterminer plusieurs auteurs 
#'élémens à donner la préférence à la méthode des limites qui , au 
surplus , ne di/Târe guère que par les termes de celle d'exhau^sion ; 
mais cette méthode des limites , outre qu'<:lle ne satlsTalt peut-être 
pas autant l'esprit que la première , n'est point elle-même sans 
ditHculté , et n'est pas , plus que l'autre , exempte de longueurs , du 
moins lorsqu'on veut la présenter d'une manière bien rigoureuse , 
et en mettre les résultats k couvert de tout soupçon d'inexactitude. 

Il y a déjà assez long-temps que j'aî songe h substituer à l'un 
et i l'autre procédés un tour de raisonnement qui , bien qu'il écarts 
toute' considération d'infiniment petits , réunît cependant à !• sim- 
plicité et à la concision l'avantage inappréciable de laisser la marche 
de l'inventeur tout à fait à découvert , et de ne rien laisser & désirer 
du cdté de ta rigueur. Un seul exemple suffira pour le faire con- 
cevoir nettement; je le choisirai des plus simples. 



(*) Ceci me rappetta qu'aux exameiu d'ailmîuîan i l'école poijiecbniqna , mi 
jeuiM homme iiuerrogj * )' 7 a quelqutrs année» , «ur le centre de gravité du volume du 
tëiratdre , et débulaïkt ainsi , dana m réponse : « je vais prouver que le cenlre de 
M gravité du volume d'un t4u-aèdre ett à one dîUance de sa base qui ne saurait 
n £tre moindre ni plua grande que le quart de ta Hauteur w , Tut tout i coup 
déconcerta , par cette brusque apostrophe de l'examinateur ; a Comment aves- 
l> vous deviné cela ? ■• L' examinateur avait raison ( cela semblait en eStt tomber 
des nues t buts le jeune bomme n'auraît'il pas été fondé i lui demander , i son 
lour , pourijuoi - il rejttait en Matique un mode de procéder dont il venait da 
•'accommoder en géométrie? 



, Google 



EN GÉOMÉTRIE. i85 

J« sappose que , sachant mesurer les aires des figures rectilignes , 
«n ait besoin , pour la première fois , de déterminer celle d'un cercle. 
La nouveauté du problème et son peu d'analogie apparente avec 
les problèmes antérieurement résolus pourront d'abord causer quel- 
que embarras , et la première pensée qui s'ofirira pour le surmonter, 
«era de substituer quelque approximation à une évaluation rigoureuse. 

On circonscrira donc au cercle un polygone régulier d'un tïès- 
grand nombre de côtés ; et , supposant entre l'une et l'autre figures 
.une identité quî réellement n'a lieu qu'à peu près, on prendra pour 
l'aire approchée du cercle le produit du périmètre du polygone cïrconç- 
crit par la moitié du rayon ; résultat évidemment d'autant plus approché 
que les c6tés du polygone seront plus nombreux, mais, dans tous 
les cas, plus grand que le véritable. 

Dans la vue de le diminuer un peu , et conséquemment d'atté- 
nuer encore l'erreur » il se présente assez naturellement à la pensée 
de substituer au périmètre du polygone la longueur de la circon-. 
férence , qui est plus petite, c'est-i-dire , de prendra pour l'aire 
approchée du cercle le produit de sa circonférence par la moitié de 
son rayon. On ne pourra plus savoir ici , du moins a priori , û 
l'erreur est en plus ou en moins , attendu l'espèce de compensaltoa 
introduite dans la première évaluation; mais, si l'erreur existe en 
elFet , sa grandeur absolue n'en devra pas moins demeurer évidem- 
ment subordonnée au nombre des côtés du polygone circonscrit , et 
décroître & mesure que ce nombre augmentera. 

Celte erreur , si elle existait , devrait donc être , de sa nature J 
essentiellement variable ; mais , 'd'un autre côté , elle ne saurait l'être, 
puisque la considération du polygone n'entre plus pour rien dans 
la dernière évaluation à laqueHe on s'est arrêté', et que les élémens 
qu'on y emploie sont constans comme l'aire même qu'on cherche à 
évaluer : donc l'erreur est tout à fait nulle ; donc il a dû s'opérer 
une exacte compensation ; donc l'évaluation est rigoureuse-, donc, etc. 

J'ai traîné , à dessain , le raisonnement un peu en longueur , afin 
texx rendre l'esprit plus facile & saisir ; mais , lorsqu'une fois il 
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est devenu assez familier, on peut le rendre beaucoap pins concis ; 
îl se réduit en eiîet à dire que si l'erreur d'un calcul fait sur des 
quantile's constantes dans la vue d'évaluer , par approximation , une 
autre quantité aussi constante , est de nature k être indéfiniment 
décroissante, cette erreur est, par U même , tout à fait nulle. 

Les mêmes considérations peuvent être facilement transportées dans 
le calcul difFérentïel. On peut y envisager d'abord les d;r , les d^,.- 
commc des quantités d'une petitesse finie arbitraire, et leur inlro-, 
duction dans les calculs comme un simple procédé d'approximation. 
Alors leur évanouissement de certains résultats sera le critérium 
de l'exactitude de ces résultats ; ce qui rentre exactement dans les 
idées déjà développées depuis long-temps par M. Carnot d'une ras* 
nière si lumineuse ( Voyez ses Réfteaions sur la mithaphysiqae du 
calcul infinitésimal , Paris, i8i3 ). Mais il faut convenir qu'ici il 
peut s'ofîrir souvent, relativement aux suppressions de termes, des 
difficultés de pratique as^cz sérieuses , cl que le recours À Is série 
de Taylor peut seul faire complètement évanouir. 



CORRESPONDANCE. 

Juellre au Rédacteur des Annales , contenani' une 
démonslration élémpntaîre du Lemme énoncé à la 
page 545 du 4'°" volume de ce recueil. 



Monsieur , 



%|*At}RAlS bien désiré pooroir répondre complètement \ Tappel qat 
.TOUS fûtes aux |;éoaiitres , dans la Dote de Is page 34^ <I*> 4*^ 
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Tolame des Annales ; et rendre ainsi tout à fait élémentaire- U 
belle thcorie développée à la page i38 du même volume. En atten- 
dant que quelqu'un de plus adroit que moi y soit parvenu , j«: vais 
au moins donner du Lemme de la page 34^ uoe démonstration , 
toujours algébrique, mais délivrée du moins de l'emploi du calcul 
difTérenliel. 

La question dont il s'agit ( pag. 346) est de rendre minimum 

l'expression 

•ous les conditions 

aSiD.«=;^Sin.^s?k£ , (3) . 

^ et X étant deux constantes. 

Soient fait d'abord passer sous les radicaax , dans (1) . les coof- 
ficiens qui les alTeclent ; en ayant égard à (3) , cette équation de« 
viendra 

d'oiï en quarrant et extrayant ensuite la racine quarrée, 
équation qui , ^ l'aide de (2) , et en posant , pour abréger , 
peut facilement être mise sous cette forme 



*=A/CM-aiV^S-A'(«y-**)'-2}' (4) 
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Or , on Toit évidemment que , C ^tant une constante ^ z ne peut 

devenir minimum , qu'autant que la fonction 



4/ Z'+A^ûj^-i*; '—Z 

5era la plus petite possible ^ et , comme d'ailleurs elle ne peut jamais 
derenir nëgatire , on ne peut parvenir au but qu'en la rendant abso- 
lument nulle , c'est-<t-dire , en posant 



ce qui donne, en quarrant, réduisant, divisant par x* , extrayant 
la racine quarrée et transposant, 

hx=:ay , 

En combinant celte équation avec (3) , il vient 

jrSin.«=j'Sîn.^ , ' 

d'où 

A'jr*Sîn.»«=AyS!n.'A » 
et 

A»j?*Sln.»«+*"y'Sin.»*Sin.*jl=iySm.'j»+*^»Sio.'-Sin.V, 

on encore 

*'Sîn.X4»4:y*Sin.V)=)'»Sin.«j»(AH-*'Sîn.'.) , 

ou en£n 

qui est priÇcisëment l'^iqualion (6) de l'endroit cité. 
Agréez, etc. 

*i août 181^. 

QUES-nONS 
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QUESTIONS BESOLUES. ,i8» 



QUESTIONS RESOLUES. 

Solution au problème de situation proposé à la page 
23 1 du 3."' volume des Annales ; 

Par M. Abgahd. 



If. B. Le recteur des Annales a reçu de M. Argand on bean mémoire d'an»- 
Em indéterminée , contenant la tolulion du difficile problème de ia page a3l du 
3."' volume de ce recuml. Ce mémoire étant trop étendu pour pouvoir paraitre 
àe auile , l'auteur, k la prière du rédacteur, a bien voulu en faire un extrait, 
présentant le procédé pratique , dégagé de tout raisonnement ; 'extrait Irès-propra 
i aider, è l' intelligence Su mémoire , lorsqu'il paraîtra j c'est cet extrait que l'on va 
mettre mu* Ie« jreux du lecteur. On doit espérer que l'exemple de M. Argand 
encouragera quelque* géomëtrei'i aborder d'autre* questions , proposée* dans leS' 
Annales, et demeurées jusqu'ici sans solution. 

PROBLÈME. Soit une circonférence divisée en un nombre çuel- 
eon^ue N de parties égales ; et soient affectés arbitrairement , et 
sans suivre aucun ordre déterminé , aux points de division , les 
numéros i , a , 3 , . . . . N — i , N. Soient joints ensuite , par des 
cordes , le point i au point a , celui-ci au point 3 , le point 3 
au point 4 . ^' ainst de suite , jusqu'à ce tju'on soit parvenu à 
joindre le point N — i au point N et enfin ce dernier au point il 
On formera ainsi une sorte de polygàne de N côtés , inscrit au 
cercle , et qui y en général , ne sera point régulier , puisque ses côtés 
pourront être inégaux, et çue même quelques-uns dentre eux pourront 
en couper un ou plusieurs des autres. Si l'on varie ensuite , de 
toutes les manières possibles , le numérotage des points de division , 
et qu^on répète, pour chaque numérotage, la même opération que 
ci-dessus , on formera un nombre déterminé de polygones inscrits f 
parmi lesquels plusieurs n'e différeroat les uns des outres que par 
leur situation. 

Tome F. aS 
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tQO QUESTIONS 

On propose êe déterminer, en général , quel sera le nombre des 

polygones réellement différens ? 

Solution. Soit ^ le nombre des c6\.éi du polygdne que, dans les 
exemples qui suivront, nous supposerons constamment =6. 

t. Soit, en général f suivant la notation d^ M* Kramp, m ! = i,2,3,..Jn: 
on aura ainsi 

I !=i , 3! =3 , 3! =6 , 41 =a4 » 5! =120 , 61=720. 
Oi> sait d'ailleurs que o!^i. 

Employons le symbole m ? à designer combien il y a de nom- 
bres premiers à m dans la suite i, a, 3,....m;on aura ainsi 
i? = i , 2?=i , 3? = 2 , 4?=a , 5? =4 , 6? =2. Il est connu 
que SI m^-^b^c"*,,.., a , è , c ,,... ëtant des nombres premiers 

. , '1,3 "— ' *— • '—* 
inégaux, on aura, en général, mi =m . — - — . 

D, , 2), , i), ,..,.Z? 5ont les diviseurs de JV, ^compris; de 
corte que, s'ils sont disposés par ordre de grandeur, on a Z>,c=i, 
D —N. Représentant donc, en général, par </ un de ces diviseurs, 
d sera susceptible de * valeurs. 

Pour JV=6, on a i), = i , D,=3, /),=3 , 2><=é , et ,=3^ ; 
les valeurs de d , dans ce cas, seront donc i , 2, 3, 6. 

d, , d^ , d. ,....d sont les diviseurs àe d , d non compris, de 
manière que leur nombre est 1, et que, s'ils sont disposés par ordrs 
de grandeur, on a d, = t. 

Four d:=i , on a t=o , 

2 , dt^i = 1 * 

3 , d, = t = , , 

6 , d, = f,d,=2,dj-Z .=3 . 

3. P,r,'A P', r'. A', sont des signes de fonctions 

. dont on va successivement expliquer la nature. 

La définition de la fonction P , quel que soit d , est 

Ainsi pour A^:=^ , 
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RESOLUES. 
PD,=Pi=6-.6?i!=6.2. 1= 13 , 
Pi),=P2=3-..??2!=9.2. 2= 36, 
PO,=P3=2'.2?3!=8.i. 6 = 48 , 
P»,=P6=i'.i»a'.=i .1.720=720 . 

3. r est Dne fonction dont la définrlion est 

Ponr rf impair r./=A("-f )'^(f )?(î=i)! 

Ainsi f pour N=B , 

rC,=ri=6.i2'.6?c!=6.i .2.1= 12, 
rc.=r2=3. 6'.3?i!=3.6.2.i= 36 , 
rO,=r3=6. 4'.3?i!=6.4-i.i= 24, 
rz>. = r6=3. »'. i?3!=3. 8.1. 6=144 . 

4. A est une fonction dont la déEnition est 

Pour J impair Ad=rd ; 

1 —impair ■Arf= — - , 



Pour J pair et ( 



— pair . . . 



Aîast, pour N^6 r ' 

AD,=Ai— Ti =12 , i 

j_ . ara a. 36 

AZ),=A2= — = — — =12 , 

AZ>,=A3= r3 =24 , 

Ai).=A6=ir5=l^=;8. 

5. P* , r*. A' soni des fonrtions dooC la définition gëoérale es» 

d'où l'on voit que , po.ir calculei; ces soties de foncfion» , iï faiit^ 
ailes comÎDuellcment des plus petits nombres aux plus grands^- «» 
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observant que , I n'ayant pas de dÏTlseurs plus petits que lui , oa 

a sioipltmcnt F'Z),— F'l=Fi. 

Comme, par le n.* précédent, on a, dans le cas de ^ impair, 
AjJs^Td , et comme d'ailleurs un nombre impair ne peut avoir 
que des diviseurs impairs, il s'ensuit qu'on peut, quand ^ est im- 
pair, écrire plus simplement \'d=.Vd, 

A l'aide de ces atteulions on trouvera , pour JV=6>, 

P'Z),=P'l=Pl = I3 , 

P'J>,=P'2 = P3—P'i =36— 12 = 14 , 
P'/),=P'J = PJ_P',=48— i==ofi , 
P'C.=P'6 = P6— ;P'i-(-P'2+P'3)=73o-(i2+24+36)=64». 

r'i»,=r'i=ri = i2 , 
r'D.=r'2=rj-r'i=3f;_i==24 , 
r'c,=r'3=r3-r'i==4_i3=i2 , 
r'£i. =r'6=re-(r'i-i-r'3-i-r'j,= 1 4^_(n-54-,3;=ç,6 . 
A'D,=A'.=r'i=i2 , 

A'/?,=A'3=A2 — A'l==I3 — 13^0 , 

A'/),=A'3 = r'J=i3 . 

A'O, =t A'e = AG - A' 1 1-A'3+A'3) =548-0 2+0+ 1 3) =24 . 
6. Des Tonclions V et A' on lire les fonolioQS 9, ♦',#'' tfe'la 
maniera suivante : 

\ ^i-—r'd. 



Pour d pair / „ ,^ _£ 



A'd, 



, d=^d+,"d j 

Ponr ^impair •■ d-^dV'd ; 
»' et V ne s'emploient pas dans tîe second cas. 
Ainsi, pont ^:s6. 
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HÉfiQLUe^. fi^ 

ri),=ri==r'i = ia;, 

r"ZI,=^'2 = A'2=0 ) 
. . rP,=r3 = 3r'3 = À . 

.'i>4=./6=3r'6=283 ) ' . 

J rO, = r6 = r'6+r"6=36o.' 

•"i),=^'6-=3A'6= 72 ) . . . , 

7. Les fonctions F' et r conduiront aux fakictionsf^ en'f^isint 
1 = 1" ' - "■ 

Ainsi , pour N=6 , 

eZ),=îi=P'i— #r=!, la— 13= q, 

{0,={2 = P'2-r3= 24—24=5 O ,. . 

■ |£J^=:f6=P/6— ^=ti48J-36i>==2ft8 . - ■■■ 

8. Ce qui précède forme^ qtiand iy est impair , .la ..première 
partie du procédé ; mais , quaud ^ est pair , il faut, de.p)us , eiïectuer 
les deteriniaaiioas suivauttjs 



— saJf . puis pour M 



■ . ; ■«■ 

pair i= -r- 



impair /<=— — ; 



Ainsi , pour N=S , ^ ■_' • - 

Oo fera eosuite .... . ; , .i ;;.■: j„i 7 
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Pour M pair i 



: »=«'. 



g'=^N~Q , 



QUESTIONS 



Pour Sf impair 



g=0 . 



Sf ëtant impair , dans noire exemple , on a 

g=o , h=^^ , ^=r'6=288 , A'=r"6— 73=0. 
On posera ensuite , quel que soit M ^ 

Aiasi , dans noire exemple > 

•=144—72=72 , *={6— 2.72=288— 144= '44 • 

g. Voici mamtenan"! la seconde partie du procédé On y emploie 
les fonctions S, ï' , I'' , 3 qui, comme le» précédentes onl pour 
sa/ci les différentes Talcurs de d , avec celle restriclion que £ 
s'applique aux .valeurs impaires seolement , I' et ï" aux valeur» 
paires . en exceptant la vat«ur rf= /V. Quant i S , elle s'applique 
i toutes les valeurs de d. mais en exceptant encore (/=iV, si iV est pair. 
Les valeurs de ces diverses fonctions sont les suivantes: , 



tJ=- 



SV= 



Ainsi, dans notre exemple 






aiN ' 



4<1« 



a.a.6 24 

^ - *"» o 

; £"i), = S'/2=— - = --: 

-!^ — — = 

'4.,.6~at ?' 



■ SP,^S3==— =-.=0. 
IV. Quant ^ est pair , on doU en outre fûn 
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RESOLUES. 

1 <^=-. ' 
Pour M pair ( * Four M impair < 

( H=o ; 
Ainsi , dans notre exemple , oik Jlf = 3 , on a 

6 = 0,, JÏ=Ji=2 . 
On fera ensuite » quel que soit M; 



19S 



G/=-2- , 



H'= 



«6 qui donne , dans notre exemple , 

C/=i^=4 , iî'=^=o , ^'=>//' = fi = i , fl = ~=ri. 

1). Enfin , en nommant II le no[nbre des polvgônes qui sont 
l'objet du problème , ce nombre , dans le cas de N impair , sera 
ja somme de toutes les fonctions S > %' , £"/ S ; et-,'dan$ le ess 
de N pair , il sera cettç somme , Quementée dç celle des nombres 
G, H, G', H\ A\ A'f, a. 

Ainsi puisque , dans notre exemple ,iV=:6, nombre pair , on qura 
ns=sSi+IÎ+S'a+2"a+li+ï2+.ï34.G+H+G'+iP+j<'+^+0 
=l+l+,+o+(>+o+o-H>-i.a+4-H+i+i+« 

ou n^ 13 . 

On aura donc douze polygones essentiellement diffërens. Si l'on 
yeut les construire , il suffira de construire douze cercles « de diviser 
chacun d'eux en six parties égales , de numéroter ensuite consé- 
cutivement les points de dirbion ainsi qu'il suit 

123456 , i35a64 , 124635 , 

126453 , 126043 , 124653 , 

135634 , 135364 . 136354 , 

125436 , 124365 , i23645 » 
et joindre enfin les points de division par des cordes -, «uivant les 
conditions prescrites dans l'énonce du problème. 
,' I?. £n faisant successivement diverses suppositions pour iV , et 
appliquant à chacune d'elles les méthodes qui viennent d'être déve- 
loppées , oa trouve , 
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jgS QUESTIONS PROPOSÉES 

Pour N=l , n= o , 



3 , 


1 , 


4, 


2 , 


5 , 


4. 


6, 


'^ t 


7 . 


39. 


8, 


2oa , 


9 . 


12'9 t 


lo t 


9468, 


11 1 


83<35 , 


>3 i 


836oi7 , 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Problèmes d'optique, 

I. duR une table rectangalaîre donnée doivent être placées deux 
lumières élevées au-dessus de cette table d'une même quaniitë donnée, 
et qaî doivent y être tellement posées que leurs projections tombent 
sur la droite qui joint les milieux des deux petits côtés du rec- 
tangle. On demande de quelle manière ces deux lumières doivent 
être placées; i.** pour que le point le moins éclairé du bord de 
la table le soit le plus possible ? 2.* pour que le point le plus 
éclairé du bord db la table le soit le moins possible ? 

II. Résoudre le même ' problème pour une table elliptique ; les 
deux lumières devant répondre au grand axe ? 

III. Résoudre le même problème pour quatre lumières et une 
table rectangulaire; les lumières pouvant répondre l." aux droites> 
qui joignent les milieux des côtés opposés ; 2.* aux deux dïagoitales ? 

■ IV. Résoudre enlia le même problème pour une (able elliptique; 
les quatre lumières pouvant répondre i.^ aux deux axes ; 2.** aux 
deux diamètres conjugués égaux ? . 
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THÉORIE DES IMAGIKAIHES. 



PHILOSOPHIE MATHÉMATIQUE. 

Reflfixions sur ïa nouvelle théorie des imaginaires 
suivies d'une application à la démonstration d'un 
théorème d'analise ; 

Par M. Argàmix. 



Xja Doavelle ihëorie des imaginaires , dont il a dëjS élé pTusîenr» 
fiais question dans ee recueil (*) , a deux objets distincts et indé- 
pendans. Elle tend premièrement à donner «ne aignificalîon întel* 
Iîi;iLIe k des expressions qu'on ^(ait forcé d'admettre dans l'analise, 
mais qu'on n'avait pas cru jusqu'ici pouvoir rapporter 4 aucune 
quantité connue et évaluable. Elle offre , en second lieu , uiîo 
Biétbode de calcul , ou , si Ton veut , une notation d'un genre par- 
ticulier , qui emploie àt% signes géométriques, concuremment avec 
les signes algébriques ordinaires. Seus ces deux points de vue, elle 
donne lieu aux deux (pjesltons suivantes : £st-il rigoureusemenf 
démontré , dans la nouvelle tbéorle , que ^~i exprime une ligne 
-perpendiculaire aux lignes prises pour H~t et — il La- notation 
des lignes dirigées peut-elle, dans quelque cas , fournir des démons- 
trations- et solutions préférables , sous le rapport de ta simplicité ^ 
de la brièveté , etc. , à celles qu'elles paraissent destinées à remplacer? 
Quant au premier point , Il est et sera peut-être toujours sujet 
\ discussion , tant q^u'on cheFchera à établir la signification de j/ — i 



<*) Vojex lea pag*» 6i , 133-, a^a et 364 du 4>'°' volume. 

Xoauy,n^Vlt,i^^iamieriZi^ sQ. 
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par deê e«ns^«iee« d'analogie arec les notîona reçoM «nr U» 
quantités posUives et nëgatÎTe* , et sur leur proportion entre elles. 
On a discuté et on diiicute encore sur les quantités négatiret ; à 
plus forte raison poum-t-on élerer des objection* contre les nou- 
Telles notions dc^ imaginaires. 

' Mais ,' il n'y aura plus de difficulté si , comme l'a fait M. Français 
( Annales , tom. IV » pag. 62 ) « on établit , comme définition , ce 
qu'on entend par le rapport de grandeur et de position entre deux 
lignes. En effet , la relation entre deux lignes données de grandeur 
et de direction se conçoit arec toute la précision géométrique né- 
cessaire. Qu'on nomme cette relation rapport , ou qu'on lui donne 
tel nom qu'on voudra, on pourra toujours en faire l'objet de-rai- 
sonnemens rigoureux , et en tirer les conséquences de géométrie et 
d'analise dont nous avons , M* Français et moi , donné quelques 
exemples. La seule question qui reste est donc de savoir s'il est 
bien permis de désigner cette relation par les mots rapport ou 
proportion , qui ont déji , dans l'analtse , une acception déterminée 
et immuable. Or, cela est efTectivement permis, puisque, dans la 
nouvelle acception, on ne fait f^n'ajouter i l'ancienne , sa(is d'ail- 
leurs y rien changer. On généralise celle-ci de manière que l'acception 
commune est , pour ainsi dire , un cas particulier de la nouvelle^ 
Il ne s*agit donc pas de chercber ici une démonstration. 

C'est ainsi , par exempte , que le premier aualiste qut a dit qa« 

«"^a ~ « dû donner cette équation , non comme un théorème 

démontré ou à démontrer , mais comme une d^nition des puis- 
sances 1 exposans négatifs. La seule chose qu'il eut i faire voir 
était qu'en adoptant cette détinîtion , on ne faisait que généraliser 
la défiaiiioQ des puissances i exposans positifs , les seules connues 
jusque-là. 11 en eti de même des puissances à exposans fractionnaires, 
irrationnels ou imaginaires. On a dit ( Annales , tom. IV , pag. aSi ) 

que Euter avait démontré que (y'^) ''"' = e'"î^*. Le mot di' 
montrer peut être exact , en tant qu'on regarde çettt équation comme 
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DES IMAGII^AIRES. 199 

tM« de l'^aition «"~=:Co9^+t/--ÎSiD>jrt ^'oii elle dérive fa- 
cilement ; mais il ne le serait pas relatirement à cette dernière - 
car, pour démontrer qu'une certaine expression a telle valeur, 
il faut premièrement avoir défini cette expression; or, cxiste-t-il 
des puissances i exposans imaginaires une délinilion antérieure i 
ce qu'on appelle la démonstration d'Euler ? c'est ce qui ne parait 
pas. Lorsque Euler a cherché i ramener l'expression £^>^^ it de* 
quantités évaluables , il a dû naturellement considérer le théorèmt 

«'=! + — + —+•.. antérieurement prouvé.poar toutes les valeursrAîA 

hs de«. En faisant xtsxy/'^ , il a trouvé «**""' as i-l-fXZi - — ...ï 
' la 

d'où il a dû conclure, non que «*''^=Cos jr+y'— iSîn.* , mai» 

que t '1 l'on définissait l'expression ^'^^T en disant qu'elle représente 

une quantité égale 1 Cos.x-^^ ^S\n.s , les puissances à exposans 

réels et les puissances i exposans imaginaires se trouveraient liées par 

une loi commune. Ce n'est donc U encore qu'une extension de 

principes et non la démonstration d'an théorème. 

Cest aussi par une extension des principes que j'ai été conduit 
\ regarder {^'^Vf^ comme exprimant la perpendiculaire aOr le 
plan +1 , ;;^y^^. Les deux résultats se contredisent , et assurément 
je n'ai garde de prétendre faire prévaloir le mien ; j'ai voulu seulement 
faire observer que MM. Senrois et Français l'ont attaqué par de» 
considérations qui , au fond , sont de la même nature que celle» 
sur lesquelles je m'étais appuyé pour l'établir. 

Mais » si la perpendiculaire dont il s'a^t ne peut pas être exprimée' 
par (y'^TTÎ'^. qudle sera donc son expression ï 00 , pour mieu^ 
dire ,,pent-on trouver une expression telle que, si on l'adopte pour 
représenter cette perpendiculaire , toutes les lignes tirées dans une 
direction quelconque ( lesquelles auraient alors leur expression ) soienif . 
liées par une Im commune, comme cela a déjà lieu relativement^ 
^ toute Ugne Urée dans les plans +1 , ^V'^ ? C'est là un» 
question qui semble devoir exciter la curiosité 'des géomètres , da* 
moînt de ceux d'entu eux qui admettent la nouvelle théorie. 
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'Je reTÎens aa premier point dj discussion , et j'olMeire qne la 
question , si ^/^7 exprime ou non nne perpendiculaire tur "♦"! , 
porte uniquement sur la sii^niflrstion du mot rapport ; cur , tout le 
monde est d'accord d'entendre par cette expression une quaniii^ 

telle que +1 : y''^ :: l/~: — i , ou que les rapports .i!Zi , —= 

toient égaux. Ainsi l'objection qu'a faite M. Servois ( ytnna/fs , 
tora. IV, pag. 228 ) , contre la demonslraticm du premier théorème 
de M. Frani^ais , en disant « qu'il n'est pas prouvé que i^l/^^ 
» soit moyen de posilion entre -J-o et — a » , revient h dire que 
le sens du mot rapport ne renferme rien de relatif à la posilion, 
Cela est vrai , dans l'acception commune -, et encore pourrait-on 
dire que, dans l'idée du rapport de deux quantités de signes dïT- 
fcrens , il faut bien faire entrer celle de ces signes.. Dans la nou- 
velle acception , la direction concourt avec la grandeur pour former 
le rapport. C'est donc, comme l'on voit, une simple question de 
mois , qui se décide par la dëfinilioa précise qu'a donnée M. 
Français , et qui n'est d'ailleurs qu'une extension de la définition 
ordinaire. 

Le second point de discussion est plus important. Sans doute 
il n'est aucune vérité accessible par l'emploi de la notation des 
lignes dirigées , & laquelle on .ne puisse aussi parvenir par la marche 
ordinaire \ mais y parviendra-l-on plus ou moins facilement par 
une méthode que par l'autre? la question mérite, ce me semble, 
d'être examinée. C'est à l'influence des méthodes et des noiatiuns 
sur la marche progressive de la science que les modernes doivent 
leur grande supériorité sur les anciens , en fait de connaissances 
mathématiques ; ainsi , quand il se présenta une idée nouvelle en 
ce geiîre , on peut du moins examiner s'il n'y a point de parti \ 
en tirer. M. Servois est le seul qui , depuis la publication de la 
pouvellc théorie , ait manifesté son opinion \t ce sujet , et celte 
QpinioQ n'est pas en faveur de l'emploi des lignes dirigées comme 
notation. L'usage d«s formules analitîques lui semble plus sirap]« 
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et .plus expftdilîf ( Annales , tom. IV, pag. sSn ); Je rëclain*rai, 
à l'i'gard de ma méthode , un examen plus, parliculier. J'observe qu'ell* 
est nouvelle , et <]ue tes opérations mentales qu'elle exige , quoique 
fort simples , peuvent bien demander quelque habitude , pour être 
exécutées arec 'la célérllé que donne la pratique dans les opérations 
ordinaires de l'algèbre: Quelques-uns des théorèmes que j'ai démon- 
trés me semblent l'être plus facilement que pur la marche pure- 
ment analilique. C'ist pout-âtre une illuMon d'auteur , et je n'in- 
sisterai pas là- dessus ; mais je soUîcilcrai , avec plus de confiance, 
la préférence , en faveur des lignes dirigées j pour la diinionslratioD 
du théorème d'algèbre. " Tout polynôme a:"+aj"~'-|-.... est dé- 
» composable en facteurs du premier ou du second degré ». Je 
crois devoir revenir sur cette démonstration , tant pour rë$<>udra 
l'objection qu'y a Cgite M. Servoîs ( Annales , tom. IV , pag. zi\ ) 
que pour montrer , avec plus de détail , comment . elle découlg 
fai-ilement des nouveaux principes. L'importance et la diiHcultc d«t 
ce théorème qui a exercé la sagacité des géomètres du prsmjei; 
ordre , excuseront , je le présume , aux yeux des lecteurs , quelques 
répétitions de ce qui a été dit sur ce même sujet. 

Les démonstrations qu'on a donn<^cs de ce théorème semblât 
pouvoir ^tre rangées vous deux classes. 

Les u,nes se fondent sur certains principes mt^taphysiqnes relatifs 
aux fonctions et aux renversemens d'éq<iatïons : principes sans doute 
Trais en eux-mêmes , mais qui ne sont point susceptibles d'une dé* 
monstratîon ri L;ourcu sèment dite. Ce sont des espèces H axiomes , 
dont la vérité ne peut être bien sentie qu'autant qu'on 'possëdedéjfc 
. l'esprit du calcul algébrique -, tandis que , pour reconnaître la vérité 
d'un ihéorème , il sufHt de posséder les principes de ce calcul ; 
c'est-à-dire, d'en connaître les délînitions et notations. De là vient 
que les démonstrations de ce genre ont été fréquemment attaquées. * 
te recueil auquel je conlie' ces réflexions en offre, en part'îculier, 
plusieurs exemples; et les discussions qui ont eu lien i ce sujet sont 
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un .indice que les nisonnemeas qu'elles ont pour objet ne sont pU 
tout k fait sans reproches. 

Dans d'autres déoxonstrations , on attaque de front la proposition 
k ëtaUir, en faisant voir qu'il existe toujours au moins une quan* 
lifë , de la forme a-^h\/ZIi , qui , prise pour x , rend nul 1« 
polynôme propose , ou bien qu'on peut résoudre ce polynôme en 
facteurs réels du premier ou du second de^ri. C'est la marche qu'a 
Suivi Lagrange. Ce grand géomètre a montré que les raisonnemens 
faits avant lui, sur ce taème sujet, par d'Alembert , Euler, Fon- 
cenex , etc. , étaient incomplets ( Bésolat. des é^ual, numiriq. notes IX 
et X ). Les uns employaient d<>3 développemens en séries , les autre* 
des équations subsidiaires ; maïs ils n'avaient pas prouvé , ce qui était 
pourtant nécessaire, que lus coefficîens de ces équations et de ce* 
séries étaient toDJours réels. Ces géomètres adpietlent implicitement 
le principe « que , si une question dans laquelle il s'agit de dé* 
» terminer une inconnue peut être résolue de n manières* clic doit 
> conduire à une équation du degré n. » Lagrange lui-même la 
regarde comme légitime , quoiqu'il n'en fasse pas usage dans let 
les démonstrations citées. Or , ne pourrait-on pas dire encore que 
ee principe , exlrémement probable sans doute, n'est pas démontré, 
et rentre dans fa classe de ces sortes d'axiomes dont il était qoes* 
tion tout ï l'beure. U semble sur-tout ,que , comme on ne peut en 
acquérir la persuasion que par une pratique assez longue dans la 
science , ce n'est pas le lieu de l'employer , quand il s'agit d'une 
proposition qui , dans l'ordre théorique , est une des premières qui 
se présentent i démontrer dans l'analise. Celte observation , an reste ^ 
n'a nullement pour objet d'élever une chicane , qui serait aussi 
déplacée qu'inutile, sur des conceptions auxquelles tous les géo- 
mètres doivent le tribut de leur estime. Elle tend seulement i fair^ 
sentir la difficulté de traiter ce sujet d'une manière satisfaisante. 

D'après ces considérations , il parait qu'une démonstration k la 
^is directe, simple et rigoureuse peut encore mériter d'être oFert» 
aux géomètres. Je vais donc reprendre ici relie de' U page i4i 
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idn IV.* Tolame des Armâtes ', mais , poor en écarter foDf* espic» 
de nuage , je l'afiranchtraî de U' coiuîd^ratioa des «joantitris éra- 
noulssantes. 
"U convient de rappeler, en peu de mots, les premiers principes 
de la théorie des lignes dirigées. 

Ayant pris nne direction O pour celle des quantités positives ,- 
la direction opposée ÂR sera , comme & l'ordinaire , celle des quan- 
tités négatives. Tirant par K la perpendiculaire BKD , une des 
directions O , KO « la première par exemple , appartiendra aux 
imaginaires ■Af-a^'^ï , la seconde aux imaginaires —a^'^. Le trait 
au-dessus des lettres indique que la ligne déûgnée est considérée 
comme tirée dans sa direction. On supprime ce irait , quand on 
ne considère dans la ligne qde sa grandeur abwJne. 
Prenant , i volonté , des points F , G, H,....P« Q, on • 

C'est la rigle Saddition. j . , 

Si l'on a, entre quatre lignes, l'Àjuation . ^1,^. 

AB__EF 
CD~GH * 

et que » de plus , l'angle entre ÂB , œ sott é^I & l'angle IF ,^ ; 
ces ligues sont dites en proportion. De 14 se tire la .règle 'de 
multiplication ; car un produit n'est antre cboae qu'un quatrième 
terme de proportion dont le premier est l'nnité. 

11 faut bien observer que ces deux rigles sont indépendantes de 
l'opinion qu'on peut avoir Sur la^ nouvelle théorie. Si l'on veut que 
^ZT^ , symbole que l'algèbre s'obsline iî nous montrer partout , 
et qui, appelé quelquefois absurde, n'a jamais donné néanmoins 
des .résultais qui soient tels ; si l'on veut,' dis-je , que ce symbole 
ne soit rien du tout, sans pouvoir être pourtant égalé à zéro, cela 
ne fera pas de difEculté. Les lignes dirigées seront les signes seti- 
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lemeirt des ji»nib«* de la forme û-\-l'\/~t. Les règles c'i-dessM 
n'en seroot pas moins Irgilîmes ; mais , au lieu de les dcduire , 
a priori, de considérations en paille métaphysiques, on tirera la 
première d'une simple consiracûon. La seconde sera une consé- 
quence immédiate des formules Sin.(d-t-i)=Sin^os.i+ etc. ; 
moyennant quoi l'eraploi de ces règles pourra dowier des démons- 
trations entièrement rigoureuses. 

Les lignes dirigées seront donc les symboles des nombre» a-i-i^—g* 
Comme ces nombres, elles seroni susci-ptibies d'augmentation , dï- 
mmulion , multiplication , division , eic. ; elles les suivront , pour 
ainsi dire, dans toutes leurs fonctions; en un mot, elles les r*;w-^ 
aenterant complèlcmeHt. Ainsi , dans celte manière de voir , des 
quatiiités concrètes représenteront de& nombres nbslraits ; mais le» 
nombres abstraits ne pourront réciproquement rt'prcsentcr les quan- 
tités concrètes 

Dans ce qui suit , les aecens, iadtfféremment placés, se rerït em- 
ployés pour indiquer la grandeur absolue des quantilws qu'ils af- 
fectent; ainsi, si i—m-\-n\/'^ , m et » étant réel», on derra 
entendre que Of ou tf'=\/m'-j-n". 

Soit donc le polynôme proposé 

y,=aH-i*""'+^*""*+ +/*+é^ - 

est on nombre entier; «, 3,. ..y, g peuvent être de U forme 
]n-t-ni/--7' 11 ''agit de prouver qu'on peut toujours ttouver une 
quantité de cène même forme qui, prise pour x, rende fs—O' 

Pour ose valeur quelconque de ;r , le polynôme peut être cons- 
truit , par les règles précédentes. £n prenant R peur point initial 
et nommant P le point final, ce polynôme sera exprimé par K?y 
cl il faut montrer qu'on peut déteminer s de manière qoe lé 
Boiut P coïncide avec k. 

Or si , dans infinité de vaTears dont jr est susceptible , îl n^ 
«n avait aucune qui donnait liea k celte coïncidence*, U ligne ÎTp 
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ne pourrait jamais devenir nulle ; et , de toulea les Talenrs de KP, 
il y en aurait nëcessuirentent une qui serait plus petite que toutes 
les autres. I4oinmons donc z la valeur de x qui donnerait ce mi- 
nimum ï on oe pourrait pas avoir 

^elle que f&t la quantité i. . . ' 

Or , par le développement > on a 



.4<nz+<i)*^'+/". 



Comme les eoefRcîens des difTërenlrs puissances de' r pmrreM Atre 
■ula. :et que ce '(n»'{(Ienianderait des considérations pai^culîires 
U éonflcDiIra de traiter 1« quesûoii id'an« manièiie générale , «• 
leprëseatant l'équation précédente par ■ ' î 

(B) r«+o=rH-A'+.î''+-+r''+i'i . 

de manière qu'aucun des coelKcîens. ^, i5>,.w*F ne soit nul, et 
que les exposaas r, ,r,....c, n aillent en augmentant. S fout 
remarquer que', ri' tousi les coétficîens dlB"(A) ëtaïerrt nais , r^éqosttiolil' 
(B) 'se r^deirnl ^ rit^a—fr^' Faisant donc /^:::yj, on knràit' 
^^^.jj=o y et le théorème serait démontré'pour ce eas dont en peat , 
par conséquent , faire abstraction dans ce qui va suivre. Ainsi non» 
supposerons que le second" mëiîiBi% de réquàtion (B) • au i 
ttvis termes. 
' iCelai' posé y' que Ton' eonstiuisé ^{T^i-^, en prenant ' ' ' 

«6 «w» ■•/!...,.. 
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y,=KP , JI'ï7«PA , 5V=«AB^;... r'//«FG , iV"««H î .i 

car il est visible qu'en gëniral p'^'—ipif^/- ' - . ; 

ytr+i) '^'^ reprësenlé par la ligne brisée ou droite KPAB .... FGH 
ou par KÏÏ ; et il faut prouye^'tju'oq "peut avoir KH<KP. 

Or, la quantité i peut varier de deux manières; 

i." En direction; et il est évident 'que , sî'elle varie <i*ijti aneltf 
« , sa puissance ^ variera d'un'angle r». Soîl donc » l'angle dont 
PÂ;= A'' surpMseiïff =:j^. Si on fait varier *. dç l'angle ^— , PS. va- 
riera 'de r«ngle w — » , c'est-à-dice , que la direction de pÂ deviendra 
opposée à celle de kPt <n< -Mrte iqiiç le point A se trouvera sur la 
ligne PK, , prolongée , s'il le faut , par son eitrémlté K. 
- La4ir«elion.def! étant wipftos^aHwi fixée, ;Dn péut.eD-sMbod/Uea, 
1a^{Birfe<v«ii)W d< grand«ur % et:,d'ftb«rd, rî' 6ib<KP , on ppurr» 
diffiçtidc i, '^*^|'^^• ff 9^0 :PA'<OKP!t iU -mAmir* -qu» le {mntA 

tombe entre K, et P. ; ^ -. ., .. -,-, 

Ensuite, si la grandeur de f., ainsi réduite, n'est pas telle que 
l'on ait ■ !-' ■ ',- '■ ■' ■-'.-! "■ ^ î-, ■ 

•1 , ' M. :- . : '. .«'*'/> 5V+.m.4^*''jV-M." « ■,..■.-. 

1;,.: U .- ,■■•■ ... ... ■■> •... ■• •.. . ' . ,-■ . ■ ,, 

qihfimM»ieiï-k ^Mffilua'Vt'eaftore.i oblApif qqe • q«>td ia^U|< f|i|, 
li*^,; ,{:ai; Je? ^z{W^«i» ^...i ^^^j» n svirt, Jahs pM 'g>iu4f: qve /-. 

,.0'} Aftt|« ,ip<ig«IU4 «evjettt'i ; 

la distance AH,^ça,A>iHs çlu».pptii« «wî-PAm^ W^ow^EW*. 
si l'on trace un cercle du centre A et du rayon AP , le point 
H sera . SM^r^Sitap^ .àe J^i(Xfx\p y Bt-ITspit '4ea {îrçnjtçri 4|émens 
de géométrie que , K ^tant sur le prolongement du rayon PA, do 
câté du centre A, od aKH<KP. r.L;-. • 
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JlayU^rai U lecteur^à tr^cr ujçie .figure ..pour suivra eelje dé-7. 
monstralioii. En y appliquant le» principes f<9ndamenlauAtrès;>st^p(«jlji 
rappelés ci-dessus , on verra qu'àl'e^ceptioo.du devcloppepient (Â)^ 
gut suppose OD calcul algiibr/que,, tous -les aotr«s rai.s^qeiftsB^ ad 
foift y pour ^i^si, dire, à-vue, san^ avoir b&soÎA, 4'a^cup. eiToft d'atti 
tention. . ; ,- ,,, ,, . . . ,1,,; • , '. ■'.■*. 

11 est presque supperfltj,des'arrôter,i ^ne Direction qu'^n- poDrrsfl 
faire ,.& ce q^i pnicèda , en. disant que., fî l'on edtrepreniitt de éé* 
terminer la valeur, de se 't :^n suivant l» marche tjut est prcsorita 
poux dimiuMer pragreuivament f ^^ ,\\ fierait fonsiby q^t'an .n'j'pAr- 
Tîal jamais, « parca'<|UG |a. valeur de .1^ pourrît , dalis :.1«8 ^li»» 
tilutîpu^ succes^it^s , nedï^iauor que par des degrés. de plu» ;eii pj«(f 
petits. Le contraire ne se tcogve point prouvé «n flFet; >inaia'::ll 
n'en résulte autre chose sjoon. que les copsideraii^iu qui.précèdnit 
ce sauraient tburnir , du luoin^ ^ans de nouveaux dévcloppemens ^ 
une méthode d'approximation; et cela n'iufirme aoeuneniefit lA-ié^- 
monstration du théorème. 

L'objection de M. Servois ce résAut racilcmenl.' « C« n'est point 
» assez f ce" me semble , d't ca' G4e«l^tre , de ITftuver des valeur» 
K de f qui donnent au polyndme des valeurs sans cesse décrois- 
» santés^ il faut db ptits ^.ue 1» Idl du dëcroïssemeM ^mhtënét- 
m cessairement le polyntete: à ^t^ro. , ou qu'elle soit t^eUè ^xte séfé 
f ne soit pM, s'v l'on peiul i'«xçnmw- tùaéi^'yasympioifi-àaflolf-^ 
» Dfïine. » 11 a, 4t4- d49iaQ^ré'.qu'oik;pouvait'troturer pout f'^t Hott 
seulement de» x*l<o'9 ' ^v»- C6te« dëcroîssantes -, nws tmnte uo* 
râleur noÂBdrp quo .celjfï. qu'«a .piiélendraït être la plu petîtA d* 
toutes. Si- le .polyni)ige,Be. peut itre anaené à zdro , sapluspcflitt 
valeur sen» Joue aMtre qn^séro^ et, dan$ oelte'suppcsitton la dtf^ 
monstration HCDnserv«jtau^\sti Coilae' La dermèr^^ phrase^de M. Scrrob 
aeinliiterqU indiquer qu'îliatt U9â flisttnctîoD entre ûne^Iitnite iofimnenC 
petite et une limite abs^luneotoiUle; si telUétaitMnidée , on poomit 
5 opposer des consid^tivis tout & faitsemblabEssàiceUetsqi^ Af. Gar* 
goone a. faif. valoir 4aJUi une «csaaîpa asaea. analq^é à eeÛ«^ ; coU* 
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réponite s'appliqnant , presque mot & mot , au cas présent , mutatîs mû- 
taMst'ii s,M&t'A'j reoToyer le lecteur ( j^/in/t/£r > tom. III , pag. 355 ). 
le scrupule de M. Senrois tire sans doute sa source de la considération de 
Inéquation i l*hypetbole y^^^. Il est certain en eiFet'que ,'bien 
qti'on -puisse, dans' cette équatiou , trobvér- pour j^ une râleur in- 
férieure 4 toute limite donnée, ^^ ne peut néanmoins devenir' zéro , 
qu'autant qu'on supposera à infini.' Mais cette circonstance' n'a' point 
lieu dans notre démonstration ; car, ce n'est certainement pas par 
uae Tsleur infinie de x qu'on rendra' nul le polynôme y'^. 

ReTenons au sujet qui adonné lieu aux déreloppemens ci-dessus; 
on. pourra demander s'il, serait possible de les. traduire dans le lin-* 
pge OTdinatre de l'analise ? Cela mè parait tris-probable ; maïs pbut- 
6tre seraib-il difficile d'obtenir , par ectte vote , un résultat aussi 
ainiple.' Il semble que , pour y pirrenir , Il faudrait rapproéher 
l'expression dès imaginaires de la notation des lignes dirigées , en 
-dwrant , . par exemple 



i^«>4^i>;>poarratt être appelé le moéuie de a-^h^"^ , et repr^- 
MiMerait la grandeur àiso/uede la ligau ari-èy^^ , tandis que 
l'autre facteur , dont le moduhi : est funlté' , en repr^nte'rait la 
direclitM. On prouverait seulement t.* ^<if le modale de la somme 
d*. plusieurs ^uantitis n'est pas plus' grand tfue là somme des mo- 
dides' de ees quantités \ et qui revient i dire que ta Itgrfè AF n'est 
|ii> plus grande que la somme' des lignes AB , BC!,. ...EF ; a.** que 
Je nodule- du prodais de plusieurs quantités 'est égal au produit 
des modules de eês tftumtitésfr Je- dbis laisser' )« "soin dé suivre ce 
rappi'ochément '& des ealouiateûrs'plua' habiles. St l'ori'^ iréàssit'd* 
manière i obtenir une démonstration purement analitiqué , aussi simple 
quenelle qui découle. des nouveaux principes ; on aura gagné qiialque 
«boae dans l'analise, en pai^énBat «inM , p«r une route 'fac9e,'i 
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un lésoltat doot les difficultés n'ont pas été au-dessous des forces 
de Lagraoge lui-même. Si , au contraire , l'on n'y réussit pas , la 
notalioo des lignes dirigées conservera , dans ce cas-cî , un avantaga 
évident sur la méthode ordinaire ; et , de toutes manières > la nou- 
velle th^rie aura rendu un petit service h la science. 

Qu'il me soit permis* en terminant ces réflexions y de 'placer ici 
une remarque au sujet de la note de. M. Lacroix , inaérée aux Amuiht 
(lom. IV, pag. 367 ). Ce savant professeur dit que les Transactions 
philosophiques de 1806. contiennent un mémoire de M. Buée dont 
le sujet est le même que celui sur lequel M. Français et moi 
avons écrit. Or , c'est dan^ , cette j^me année i6o€ que j'ai 
fait paraître l'Essai sur une manière de représenter les quan- 
tités imaginaires dans les constructions géométriques : opus- 
cule où j'ai expose' les principes de la nouvelle Aiéoïie » et dont 
: le mémoire inséré dans le 4-'"' volume des Annales ( pag. i33 ) 
n'est qu'un extrait ; et l'on sait , d'autre part , que les volumes 
des collections académiques ne peuvent paraître que postérieurement 
à l'année dont ÎU portant la date. En voiUk donc ^ssez pour établir 
qMc > si % comme cela est fort possible , M» Buée n'a dû qu'è sas 
propres méditations les idées qu'il a développées dans spn mémoire ;, 
U demeure .tovjfurs certain que je n'avais pu avoir, connùsMPC^ 
-de ce mémoire lorsque won opuicule a pivu* 
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CORRESPONDANCE. 

Extraits de diverses h'ttres aâressths au Bé^aeteur des 
Annales , relali^ment au problème delà Iractoire. (*) 



EaUraii dune lettre de M. Skrvois , professeur aux 
écoles dartillerie. 



£ OWrAllfE se trompait ecrtainemmt , quand ît premït poar vd* 
tracioire la coorbe décrite par un point circulant librement autour 
d'un centre mobile ; maïs fefona-noua le procès'à Hnygens qui est, 
je crois» l'ioTenieiir de la iractoire proprement dite , parce qu'il 
a pris celte courbe pour, celle des tangentes égales ? Qu'emcod-on 
par- traîner . trahere , d'où traction et tractw ? il me semble que 
celui qui traine un fardeau , s'arrilant , le faideau doit s'arrêter ; ea 
conséquence, dans le mouvement de traction , proprement dit, la 
vitesse imprimée ne se continue pas, mais est, it chaque instant* 
détruite - par te frottement. Alors ta courbe décrite ne doit-elle pa» 
4tre la courbe aux taogentea égales ? 

La Fera, le i3 juillet 1814. 



Vojes les f*g» 3oS, 3ii et 33i do 4.** Wiqae de ce reenôU 
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, Esctrait ^^ne lettré de M. Argand, 

À la lecture de Yénoncé du problème de ta tractoire , W m'a 
paru que ce problème pouvaU se résoudre par le simple principe 
que . si tous les points d'un système reçoivent une impulsion corn-' 
mun'e , il n'y' atra ' fien de change dans leur mourement rdatîE. 
Si , en eâ«t , on conçoit qoe tout Je système apit «pp^rtë d'ua 
mouvement ^gal et contraire à celui du point P , ce point demeurera 
immobile dans, l'espace-, donc le monTement absolu. du point M ne 
pourra être qu'un mouvement circulaire uniforme autour de ce point 
P ; or , en combinant ce mouvement circulaire uniforme avec -le 
mourement uniforme et rectiligne du point P , on obtient ' en effet 
une cycloïde ord'^aîre. -, , ' ' ' 

IVIais , si l'on suppose que le frottement d^trnise ,i chaque ins-^ 
tant (a Vitesse qu'acquerrait le mobile s'il n'y avait point de résis- 
tances ( ce qdi est te cas le plus fréquent dans la balure );'le' 
mouvement du mobile M à un instant quelconque / , sera le même 
que si i était finstant înitial , où l'on Suppose que le point P com- 
mence _à se mouvoir ^ le corps M étant immobile. Or^ dans l'instant 
initial * la verge qui joint les points P et M est tangente i la 
ooQrbe ; donc dans ce cas la cvorbe est celle dés tangentes ëgale«; 
résultat contraire & celui que tous avez obtenu. 11 ma paru , Monsletir,' 
que le raisonnement de ta page 3ifî} par lequel vous avez chercha 
ïi. établir, qge la tractoire ne pouyaitpas étr-e la courbe aux ivtf 
gefttfis^ales (,ni«)oaeineot. qu'au sivplus ^os n'avea pa« piéasAU, 
CMnme liim démoastration kigourcÉae ) , il m'a paru y dis-je , quC'Ce< 
rttsonnéKiernt n'était point exact dftns ' l'endroit oà vous dites que ta sup- 
ptession des résist^inc'es , revenant \ l'introduction d'utie force dirigée 
dans le sens du mowement , n aurait d'autre effet que.de faire varier, la. 
tensio n ott>ct)mf ression de la verge ; car cècî semble supposer tacitement 
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que la sens du moaTemeDt est celui de la verge , ce qui ^ en g<- 
ntfnl, n'est pas et ne peut être en particulier qu'autant que U twe- 
loire est la courbe aux tangentes tfgalea. (*) 

Paris, le 30 octobre i8i4* 



Extrait dune lettre de' M, FaAKÇAts , professeur à 
Fécale royale de tartillerie et du génie. 

Quant aux objections faites contre nos solutions du problème de 
la tractoire , je ne pense pas qu'on doive les regarder romnie trèe- 
■érieuses. Ce ne sont pas , en effet , des objections indirectes qui 
peuvent détruire les conséquences d'une solution fondée sur de* 
principes exacts. U fkut attaquer dlrectcnieui ou les équations fon- 
damentales ou la manière dont les conséquences en ont été déduites ; 
•t, d'après la discussion de M. Dubuat . U me parait que nos ' 
volutlona ne soufirent plus le moindre nuage. 

Mets, le II d'octobre i8ij. 



C*) Cvtt pr^citéneac c« qat f m Mppesé «t dA nppeÉer, nom tscitcMent » 
Bun d'nn» maniera trè*.«zprewe. Xii dît , oo d» noim voulu dira : admeltoi» 
^l» t luiTknt le tjrttime (]u'ob nom <^paM , U tractoira puiate ^uelqueroii* (oit 
par le froUemeot , «nt ptr ta r^aittuice du mîliea , mmI enfin par tout autre sbatacEe 
de natiira k agir dan« la dîrectîbn du mouvement, devenir b courbe ank lû- 
gentea é^le* ^ le auppresnon de ce* obuadea , revenant i ykilroéan ti en d'en» 
UMveUe foKe ^ iffUemmet diag^ dan» Je «ent do «wifiMai^ y h'aurak àw^tm 
cSrt que de comprimer U verge MP^ «an* çban^in la route déciile par !•_ 
mobile, laquelle coi>»tf(]uemment devrait encore Mra U courbe aux langçntei égales^, 
«r t nom venona de wir ^'alor* elle ne i'cat paa ; donc cUé ne •aurait Titre no» 
plu duu le pmuer cai* ' > . ■ ■ ^ 

.-■"■■'■ ' AD. C 

Mstraii 
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Extrait dune lettre de M. Dvbuat , professeur à l'école 
royale de Tartillerie et du génie. 

J'ai conf^r^ avec M. Français sor le problème de la tractoirr. 
Nous voudrions connaître , .d*une macière plus précise y les objection* 
de MM. Serrois et Argand. Il parait que ces Messieurs ne nient 
pas que la tractoire ne soit en général une cycloîde ; maïs ils pensent 
que , dans quelques cas , cette tractoire peut être une courbe à 
tangentes égales. Sî , en généralisant le problème de la tractoire , 
on suppose que le point entraîné soit animé de forces accélératrices 
quelconques , nul doute qu'alors la tractoire ne puisse devenir une 
courbe à tangentes égales, ou même telle courbe que l'on voudra. 
.Vous l'avez prouvé, Monsieur, dans le IV' Volume des jinnales» 
(>pag. 3i7 et auir. ). Je me permettrai cependant , à cet égard, 
une observation sur la solution du problème énoncé. Vous posez ^ 
pour cette solution, les quatre équations 



-^=r . (>) y*»=(l-:rOdr .• 

desquelles tous concluez les forces indéterminées X et Y. 

Il me semble que les deux premières équations derralent être 
écrites comme îl suit : 

car , outre les forces qu'on suppose agir sur le point entrain^ , il 
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faut tenir cnmple de l'équation de condition (3), c'esf-à-dire , it» 
forces dues à celte équation; forces dont tous avez vous-même donné 
l'expression ( pag. 3i3 ). La quatrième équation n'est pas, k pro- 
prement parler , une équation de condition ; car le point entrajné 
n'est pas assuietli à se mouvoir sur la courbe à tangentes égales: 
ainsi il n'y a pas de forces dans cette équation qui n'est donnée 
aa'à posteriori , et qui doit résulter de la valeur des forces X et Y» 
' Au reste, celte observation ne change rien k la question prin- 
cipale qui est de savoir si la tractoire simple est une cycloi'de oa 
une courbe à tangentes égales. 

Cette incertitude ou ce doute sur la légitimité des solutions des 
problèmes de mécanique pouvait avoir lieu au temps de Clairaut, 
ou même au temps de Dalembert : il n'y avait point alors de iné- 
tbode vraiment générale pour résoudre les problèmes ; mais aujour- 
d'hui , et depuis la publication de la Mécanique analiii^ue de 
Lagrange , la solution d'un problème de mécanique né doit plus 
Ctre considérée que comme une application des formules générales 
du mouvement et de l'équilibre d'un système quelconque. Ces 
formules contiennent des termes ou des forces qui sont donnés 
quand on a les équations de condition ou de définition du système. 
Le rtiste de la solution n'est plus qu'une affaire de calcul ; c'est 
ainsi que, dans la géométrie anatitîque, une courbe étant définie 
par son équation « la recherche des tangentes normales ou rayons 
de courbure de la courbe * ne consiste qu'à substituer , dans des 
formules connues , des valeurs données par l'équation de cette courbe. 
Il ne devrait donc plus y avoir m différence d'opinions ni différence 
de méthodes pour mettre un problème de mécanique en équation : 
cette mise en équation est une chose facile pour tous les problèmes; 
et , en suivant à cet égard la marche tracée par Lagrange * non 
seulement on est dispensé de la recherche du principe qui peut 
servir à la solution d'un problème donné ; mais on est encore à 
l'abri des erreurs auxquelles conduit quelquefois l'application da 
principe. Voici un exemple singulier de ces erreurs. 
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S'il est un principe général et adopté par tous les aulears de 
Kiëeanique , c'est bieo cerlaïnement cvlui-ci : Une force peut étra 
supposée agir en un point quelconque àe sa direction. Ce principe 
est énoncé dès. le» premières pages de tous les traités élémentaires: 
on le trouve également dans la Mécanique céleste^ dans la Méca- 
nique anaii tique i et, à la page 34 de sa Mécanique ^ M. Poisson 
s'exprime ainsi : » Si une force donnée P agit au point m suivant 
w la direction mA , on peut lu! substituer une force égale et da 
» mJme direction , appliquée au pnint m^ , que je prends au ha— 
» sard sur la ligne mA , et que je suppose lié au poini m, par 
» la droite inflexible mmi »* La démonstration ou la preuve vient 
ensuite , et elle n'admet aucune restriction. Cependant , d'après I» 
définition du moment d'une force , ^àv nppOTt à un plan, donnée 
page ^9 r l'auteur dit ,- page 67 ; • ce moment dépend du point 
>» d'application de la force». Il semblerait donc que, dans ce. cas 
au moins , c'est-^-dire , lorsqu'il s'agit des momens des forces par 
rapport à un plan , le principe que /e point Sapplîcation ^une force 
peut être pris au hasard sur sa direction , n'a plus lieu ; car , en 
l'admettant, le moment d'une force par rapport à un plan est une- 
expression vague qui peut devenir tout ce qu'on voudra. Mais non ,. 
le principe est général > et l'auleur s'ea sert pour trouves les con- 
ditions de la stabilité de l'équilibre des corp» floilans ( pag. ^i t 
du a.™" ToL ). Il substitue aux pression» verticales de l'eau , qui 
s'exercent sur tous les points de la surface du corps qui y flotte, 
lies forces- motrices , agissant sur tous les- éfémens- matériels de ce- 
corps ,. dirigées en spns contraire de la gravité- etégales^ pour cbaque- 
molécule ^ au poids d'aune molécule- d'eau dit même volume. L'auteur 
parvient de cette- manière aux conditions déjà connues de la sta- 
bilité de l'équilibre des corps flottans-, mais> supposons ces conditions' 
inconnues- et qu'il s'agisse- de les^ trouver f on pourra , en faisant 
usage du principe en q^ucstion , s'y prendre d'une infinité- de ma- 
nières qui conduiront kt autant de résultats- diflérens. Car, i." en 
se déplaçant pas- les points d'applicatioa des pressions verticales de: ' 
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l'eau , et en les laissant à la surface du corps , on aura , pour la somme 
des ces inomens de forces , par rapport au plan horizontal du niveau 
de L'eau , une somme double de l'expression trouvée par M. Poisson ; 
2." en déplaçant les points d'application , ce «ju'îl y a de. plus 
simple , c'est de les porter tous sur le plan horizontal du njveau 
de l'eau; la somme des momens sera alors nulle; S.** enSn , en 
déplaçant encore les points d'application , pour les porter au hasard 
sur les verticales correspondantes, la somme des momens sera aussi 
prise au fwsard ; et dus lors les conditions de la stabilité seront 
tout ce <{u'on voudra. 

Metz > le II dc'ccmbre i8i4* 



Extraits de deux lettres adressées au Rédacteur des 
Annales , relativement au pendule à point de suspension 
mobile (*). 

Extrait dune lettre de M Argand. 

Les mêmes considérations qui m'ont conduit , Monsieur , & trouver 
qu'abstraction faite des résistances et de toutes forces étrangères , 
la tractoire doit être une cycloïde , me semblent pouvoir être égale- 
ment appliquées à la question du pet),du!e dont le point de sus- 
pension C est entraîné horizontalement d'un mouvement rcctiligne 
et uniforme. Si l'on suppose , en eiTet , que tout le système soit 
entraîné d'un mouvement égal et contraire i celui du point C, ce 
point se trouvant alors immobile dans l'espace , le pendule deviendra 
un pendule simple ordinaire , dont il ne sera plus question en- 
suite que de combiner le mouvement connu , avec un mouvement 
^u systime égal et contraire k celui qu'on aura supposé commua 
à toutes ses parties. 

La solution de M. Dubaat ne parait pas s'accorder complètement 

f> Vo/ex le page 55 de ce volume. 
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■TCc ce r&ultat. Il trouve pour y un maximum -f-i , indépendamment 
de la vitesse h du point de suspension ; tandis qu'il' est évident, 
inÉme sans calcul , que la gravité étant donnée , on- peut prendre 
la vitesse h assez petite pour qse le pendule ne «'écarte de la rcr- 
tlcale qu'aussi peu qu'on voudra , et qu'alors le maximum de y 
«era très-près de — r. 

J'observe que , dans le pendule simple , on peut imprimer au ' 
poids une vitesse telib qu'elle ne lui fasse pas parcourir une demi- 
clrconférenoe d'un nvéme côté de la verticale, auquel cas le hw- 
ximum y sera compris entre — i et -|-i. J'observe , en second 
lieu , qu'on peut lui faire dépasser la demi- circonférence ; alors , le 
poids tournant constamment autour du point de suspension , il y 
aura nécessairement pour y une Infinité de positions qui répondront 
au maximum +1, 

Entre ces deux degrés- de vitesse, il en existe. un qui fait par- 
f:ourlr au poids une demi-circonférence précise d'un côté de la 
verticale ; maïs alors il doit employer un temps inEaiment grand 
à parvenir à cette verticale. 

D'une autre part, on peut imaginer que le point de suspension 
et le poids reçoivent tous deux une impulsion' absolue telle que 
l'imputsïoD relative soît ceUe qui convient au demief* cas dont je 
viens de parler. Je conjecturerais que c'est \ ce cas qae se rapporte 
la solution de M. Duîtuat ; du moins les figures qu'il a données,'" 
ton résultat d'un maximum constant pour tous les cas i et l'axisteoce 
d'une asymptote, s'accordent fort bien avee Us diverses BOppobitions 
qu'on peut faire sur les diiTérentes impulsions absolues -, mais je 
n'en puis dire davantage dans une matière sur laquelle je a'aî peut- 
£tre pas des notions suffisamment approfondies. 

51 vous trouves , Monsieur , que ces observations soiekt î&aiàti , 
J9 pense que l'estimable géomètre qu'elles concercient oe sera pas 
fâché de les connaître; et je vous prierai de 'lui en'comctiumqcter 
U substance , si vous en Bves' l'occasion. 

^arîs, le 2Q oçlobre i8;<{. 
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Extrait dune lettre de M. Dubuat , professeur à 
l'école royale de rartillerle et du génie. 

Je TOUS suis très-obligé , Monsieur , de la communicalion que 
TOUS avez bien voulu me faire des observations de M. Argand sur 
la solution gue j'ai donnée du problème de dynamique proposé à 
la page 'izo du 4-"* volume di-s Annales. Je conviens que celte 
solution n'est qu'un cas particulier , et que j'ai choisi la constante 
J'intëgratlon telle que le problème soit susceptible d'une solution 
complète et finie. Voici la solution générale , qui suppose que la 
position d'un pendule simple à centre Exe est donnée en fonctions 
du temps. 

Les coordonnées du point mobile de suspension étant j:', y' ^ 
et celles du point entraîné x , y , les> équations différentielles de 
conditioa sont , en nommant 6 la vitesse constante du point da 
luspensioa 

(ar/— x)Cdjr'— dx)+(y'— j'Xd/-dr)=o . ^f=^o , dx'=M< . 
n est facile d'ea conclure les. équation» 

d'*B d'y 

— =^,'-s) , — =,(y/_y)_j ; 

tpî flOQt celles, du mouvement du pendule , sa longueur et sa missft 
étant prises, pour unîtes , la gravité étant représentée par g , et 
nndélenmnée ^ éuot la tenstoa de sa. verge. L'éliminaUoa de ^ 
^nnet 

Soit *'— *=Sin.^ . y— y=Co».f ; si l'on substitue ces Talenrs dans. 
r^ t j^f lequalionprécidenledeTiendraîicausede-^=oet.r--=Ofc 



Sont Ilntcigrale est 
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La constante C se détermine par la condition qu'^ l'origine du 

mouvement le pendule est dans la situation TCrticale , ce qui 

donne x' — j: = o , $in.f>=o , Cos.^=i , et par conséquent 

tJ*'— dat d* , da: _ . , . df , , „ . 
= — :=b-^-T- . La Titesse angulaire -r- est donc , a I on- 

gine du Diouvemeot} égale à la Tilesse donnée ht moins la vitesse 

~ du pendule suivant l'axe des x ; mais ceile-ci étant nulle , ce 

■qu'il est facile de prouver, par les équations de condition et par 
des raisonnemens analogues i ceux d<>s pages 333 et 334 du IV."** 

volume des Annales , il en résulte que la valeur de -— , à l' origine '. 

du mouvement , se réduit k b. 

Substituant cette valeur dans l'intégrale ci-dessus , et faisant 
h* 
Cos.9=i , on trouve C= — — i » ce quî donne , pour l'équatioD 

différentielle entre 9 et / , 



d? = d//^j 1+Cos.f I' ; 



équation qui est aussi celle du mouvement d'un pendule simple 
à centre £xe , dont la longueur est i » et dont la vitesse au point 
le plus bas est — . 

Cela posé, soit 9=F(/) l'expression de la vitesse angulaire -en 
fonction du temps ; on aura , à cause de x'^ht et de y'ss.\ 

;r=^/— Sin.[F(r}] , y=i-Cos.[F(0] . 
Telle est la solution générale ; voici présentement quelques cas par- 
ticuliers. I.* Si i=o le radical X^ — —i-|-Co5.4> est imaginaire ; 
il n'y a donc pas de vitesse angulaire , et le pendule reste en repos. 
Mais si b , sans être nul , est très-petite par rapport à J , le cosinu» 
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variable Cos.f est toujours très-près de l'unîië , aBn que la quan- 
tîlé sous le radical soit positive ; Sïn.f est donc toujours très- petit, 
en sorte que l'abscisse x dilTère très-peu de l'abscisse s' et qo* 
Tordonnée y dlfTère très-peu de l'unîtë. T^e pendule entraîne par 
son point de suspension , reste donc toujours y comme M. Argand 
le remarque , très-voisin de la verticale, 

3." Si la vitesse b est telle que —=2, od ai l'amplitude verr 

ticale de l'oscillation du pendule simple est e'gale au diamètre ; 
l'équation difTérentielle entre df et d/ est intégrable > et on peut 
avoir les expressions do f et ^ en fonction du temps sous ujie 
forme finie quoique transcendante : c'est le cas que j'ai développa 
\ la page 55 de ce volume ; les calculs doivent y £tra corrige 
d'après la solution générale prëc^denle, 

3.* Enfin , si l'amplitude verticale de l'oscillation est égale au 
rayon , ou si b'=2g, Téquatioa entre df et d/ prend cette forme 
très-simple if=d/{/ 2gCot.^ ; mais elle n'est pas intégrable. 
Metz, le II décembre 1814. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problème de Dynamique. 
AB est une hoiizontale donnée sur te milieu de laquelle on a 
élevé verticalement une perpendiculaire indéfinie ; on demande en 
quel point C de cette verticale doit Atre placé Te centre d'un pen- 
dule d'une longueur égale à. GA ou CB , pour que ks osdllarioai 
commençant au point A et se terminant au point B s'exécutent 
dans le moindre temps possible ? 

Problème cCArilJvnétique, 
Qael est le nombre dont le» puissances successives ont ponr 
laura » derniers cbifires à droite les n derniers chiffres de ce 
nombre ; disposés entre etix de la m£me manière que dans le nombre 
dont il s'agit f 
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ASTRONOMIE. 

Kggai t^une nouvelle solution des principaux problème» 
d'astronomie j 

Par M. Kramf , professeur , doyen de la faculté deq 
sciences de l'académie de Strasbourg. 



( Quûirième Mémoire ). (') 

lil>> Xja position du plan de l'orbite d'an asfre dtant supposée 
connue , soit par des calculs antérieurs , soit par des observations 
faites pris des noeuds > le problème de déterminer les antres élë"- 
mens a été ramené dans le second mémoire ( Annales, tom. ^Y, 
pag. 248 ) aux quatre équations qui suirent : 

1.* na =Sin./(Sin.xS)n.'^ , 

2.r n*b — Cos.f<SiD/4'(Cos.^+Sin.iMGos;K) , 

3.* II e =Cos./«In.+ , 

4-* «</V;^=++Sin,,Cbs.;KSin.+ . 



(*) Vojres le* pigea t6t et aSy dn IV.™* volime «t la pige i.T* de celnî-^ 
L'auleur prie k> lecteurs de vouloir bien excowr la distraction qui loi a fait em- 
ployer , aux pages 18, 19, jao , ai da 3,™' mémoire, pouf désigner la demi-' 
■omme des anomalies exccqlritpes , au £cu de la leCtre ;^ qu'il avait destinée i cel 
«âge , dans les mémoires précédera , la lettre f qu'il a coaataBuneBt conèacrto 
à désigner l'anomalie vraie. ' ' 

Tom.iry fl." vin» i."/ATi>r i8i5. 29 
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Les lettres a , h ^ c ^ d désignent ici des quantités qu'on plltit 
Immédiatement déduire des deux observations qui suffisent ^ la 
solution du problème , dont les inconnues sont représentées par les 
lettres j» , x , ^ , n. La première ^ est l'angle qui détermine 
l'excentricité de l'orbite. Les angles x %%. 'i- sont , l'un la demi- 
somme et l'autre la demi-dïiFérenee des anomalies excentriques de 
l'orbite >quî répondent aux époques des deux observations. Enfin n 
v est une fraction ayant pour numérateur le demi -grand axe 
de l'orbite de la terre , et pour dénominateur celui de l'orbite de 
l'astre. Celte fraction n est positive dans le cas dû Yellipse , né~ 
gatife dans le cas de Vhyperhoïe , et naJ/e dans le cas de la pa~ 
rahole. Dans les deux derniers cas ^ nos quatre équations générales 
doivent subir quelques modifications dont nous parlerons plus loin. 
Ii6. La troisième de ces équations ne renferme que trois des 
quatre inconnues du problème , maïs les trois autres les comprennent 
toutes tes quatre. Il se présente toutefois un artifice assez simple, 
pour remplacer les quatre équations par deux autres qui , sans 
être plus conpliquées , ne renferment que deux des quatre inconnues, 
•9Toir : l'angle 4* et le facteur n* Nous poserons d'abord pour cela 

117. Ajoutant alors ensemble les quarrés des deux membres des 
première et troisième équations , on aura 

«■(«*+*') ou »y*=Sm.*+(i— Sîd.VCos.'jb) ; 
donc t- 

SiD.VCM.'«Sin.'i^=Sm.»+— B»^ • 
niû*', la qoatriime équation donne , en transposant et qnaiTaQt f 

Sia//.Cos.'«Sin.'+=(n^(/^_4,)» ■ 
donc 

^18. $ euait* nous multiplioni l'équation 
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By=Sln.'+(i— Sin.VCos.'*) 
' le qoarrj de la troisième 

is aurons 

n'£y=Cos."/.Sin."'('(Sin.'+— Sin.vCos."j;Siii."+) ; 
mais , en élevant an qaarré lea deux membres de la seeonde , 



on a 



ii*i'=Cos.").Sin.'+(Coj.'++aSin.,iCo8J!Cos.++Sin.VCo5."«); 
an les ajoutant donc , membre i( membre , il viendra 

B*^"=Cos.'rfin."'(<i+Sin.,.CQa.«Cos.+)- , 
d'où 

n'A=Cos./tSin.i^(i+Sin./»Gos.jîCos''l') ; 
mais la seconde, étant multipliée par Gos.^, devient 

l>'iCos.'!'=Cos^in.^Cos.''('4-Sin.f.Cos.xCos.^J ; 
ce qui donne, par soustraction, 

»'(*— JCos.+)=Cos./iSin.'*=BcSin."* ; 
c'est-i-dire ; 

b(A— JCos.+)=£S!n."+ ; 
d'où 



Le problime se trouve donc ainsi réduit aux deux équations 1 
simples 

»(«— iCoj.+)=<;Sin.'+ .' 
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119. Cette dernière équation nous apprend i trouver Tuda des 
deux inconnues n et ^ lorsqu'on connaît l'autre » ou lorsqu'on 'lui 
suppose une valeur quelconque. Supposons d'abord n connue , et 
posons f pour abréger , 

nous en déduirons 

Co8.^= , Sin.*^= ^ — , 

3C M* 

r,. ^ itJ+fl _ ancA— n*(*— R&H 

bm.^C0S.jt;= , CoS.*/i= ; ■ -'— .' 

ic a/» 

On aura easaite , en supposant le rayon de l'orbite terrestre égal 
à l'unité. 

Distance périhélie = - ; 

_, , ,,. i-4-Sin.*» 
Distance aphélie s . 

i2o< Le cas de la parabole est celui de n=o,'ce qui donne la 

distance périhélie égale & — —.Dans celui de l'hyperbole,» devient 

négatif T ce qui donne à Cos^ une valeur imaginaire; Sin./t est 
alors une quantité très-réelle , mais plus grande que l'unité ; la 
distance péiihélie gardera donc la valeur positive que nous lui supposons 
dans l'ellipse ; mais là distance aphélie deviendra négative. 

121. Si les observations sont assez rapprochées pour que l'angle -^ , 
demi-différence des anomalies excentriques , puisse être confondu 
avec sonsinuSjSanserreur sensible, la quatrième de nos équations (ii5) 
jdsvnindra 

«(/^Ô— Sin.'J-(i+Sin.^Cos.;c) j 

ce qui donne , en substituant \ 8in^Gos.f la valeur éqmralente (119) 

— , 1 équation 
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«t ensuite, en guarrant et mettant (jig) ponr Sin.*^ sa Talenr p 

Le qnané de nc+nh-i-R devient , en d^eloppant 

multipliant cette expression par sck^nè'+iR, il viendn 

on aura donc l'ëqoation 

2(fil^~4/tc-i+4c'B)(l+h)=Sifc>il 
ou 

d'oii 

n= ———2c+nt . 
.devant au q^aarrë âe part et d'autre^ il TÎenilra 

ou; CD réduisant, 






d'ot 



'"■'■ i:j_ T/T Î^ 



jt est done d^termtniie , et consiiqueniment le probUme eit r&oll^ 

i2;i. Si le sec<md terme' ^-fr est assez petit pour que son quarré 
puisse itre néglige devant 1« pr«mîer terme ^* , le radical deviendra 
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34 ; on aura donc , pour troaTer n , rexpreacum entièremcBl 

rationaelle 



"^—ar- ■ 

C'est la formule i laquelle noiu avons été conduits , dans le m^ 
moire prëcëdent , en supposant &in.^=:'l', et de plus Cos.^=:i< 
La différence entre ruoité et Cos.'/' n'a pas été négligée dans l'analise 
actuelle ; aussi la lormule 



*"*^' T I ■»/ 



4c'rf' 



doit-elle 6lre regardée comme plus exacte que Taulre. Ainsi done 
la solution rigoureuse du problème où il s'agît de déterminer le 
demi-grand axe de l'orbite d'un astre 4 moyennant deux obserralions 
assez rapprocbéea pour que la .deml^di^Tcrenf^e des deux aooHialies 
excentriques puisse être sensiblement confondue avec son sinus. , 
conduit finalement^ ï une équalïoa..trùs-s!mpte'du second degré. 

123. Pour voir jusqu'où peut aller la dlfTérence entre les denx 
formules , revenons encore i la seconde cr>méte de Méchativ, dé- 
couTerte en 1781, q^uî nom. a dt^jà fourni l'exemple da mémoire 
précédent, £n faisant' usage de, l'ancienDe formule , noua avons 
trouTë 

»=—HtH=— 3.41547 î 

voyons ce que donnera ià nonTelIc^En falsant'usage des observadons 
^ ^ *t, 19 de pOTembr^ , ^aoas. aurona j . . . 

«=—0,0065710,. ._ ■ .. , 

. . • *r=H"0,.io6677'4 ♦ ■ '. ■■ 



yGoogle 



D'ASTllOKOMïE. aay 

' h=-^6tio'ji'j^'j ,- " 
,H-A=-|-;o,3iM53i . r ; , 

On en tîre < , ■ ■ ' 

i'=o,oii38oo68 ,, 

--— ■ i=o,ùooo38o4o . 
*+* , ■■ 

La petitesse àe ce second nombre , par rapport au premier , nous fait 
prévoir que la différence entre les deux résultats sera peu sensible ; 
effectiveineat , la noarelle formule donne 

R=-r3,'4t626 s 

b différence est au-dassous d'uti irdîx mîUtèrhe ; «Hé sera toujours 
d'autant moins sensible «ju'on aura em^lôyiî des observations moinV 
éloignées entre elles. ' ' 

124. Revenons ^ux deux équations (118) des4]uelles dépend la 
sislulîoa rigoureuse et générale du problème; savoir; 

n(^— 3Cos.+)=rôm>+ .- - 

Il ne coûtera rien d'éliminer l'inconnue n ; il en résultera pour 
l'autre inconnue V* uqe équation transcendante et d^ plus tr&s-coii4>liquée. 
Pour éliminer V' , il faudra employer des moyens apf^xîmatifs. 
£a faisant '■l'sSin.i). , la première équation deviendra 2^in.'<f'= 
ind'-\-J^)^n; en combinant cette équation avec l'autre n(^— ^Cos.'l') 
=£$in.'if' , on aura > en éliminant les sinus et cosinus de Tangle '<f', 
une équation en n très-composée du quatrième degré. , laquelle 
toutefois pourra être réduite i une. équation du second, et ce sera' 
celle que nous avons déjà obteaue (12a). £n faisant 
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on anra poar n une équation encore Lien plus complîqo^e da 
sixième degré. 

125. II est Iwaucoap plas conrenatle de s'en tirer par le simple 
emploi de la règle de fausse position. On supposera à l'angle 4- «ne 
valeur quelconque , plus ou moins grande , d'après l'interraUe de 
temps qui sépare les dpux observatious. On aura 

et substituant cette râleur de n dans l'autre 



on aura , par un calcul frès-facile , l'erreur que cette fausse p<^= 
altion aura produite. Un second emploi de la règle donnera ordi- 
nairement l'inconnue n qu'wi cbercl\e, avec une précision suffisante. 
ia6. Effectivement, le problème présente peu de difficultés dan» 
le cas de l'elUpse ; mus ce n'est jfas le cas ordinaire. Eu appli- 
quant la méthode exposée dans le précédent mémoire ii dix ou 
douze comètes dont les orbites ont été supposées paraboliques, et 
calculées dans celte supposition , j'ai ' presque toujours eu une va- 
leur négative pour a ,.iitdipe infaillible de l'hyperbole. Il convient 
donc d'apporter i nos formules les modifications que celte courbe 
elïge. 

* 137. Soient ainsi C le centre ; A le sommet ; F Te foyer; et 
abît B le poînt où rasymptote est rencontrée par la tangente AB 
an sommeCA , ce qui donnera AB=CF. Nous conserverons au Jemï-axe 
transveise CA de l'hyperbole la notation qu'il' avait dans l'élRpsej c'est- 
à<-dïre , que nous ferons AC=^. Et , romme l'autre des deux axes , 
dfe même 'que' l'angle désigné jusqu'ici par ^ deviennent imaginaires- 
dans f hyperbole , nous bhoisiroiis ,' parmi les angles réeïs , cefut 
qui se npprocAe le pliXi de cet angle >», afin de conserver Tem- 

ploi 
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ploi de cette lettre , et d'ëtablir une analogie convenable entre les 
formules elliptiques et hypcrbolîquec. Ainsi , nous désignerons l'angle 
ABC par /> } ce qui donnera 

AB=iCot.^ ; 
BC=CF=*Cosec7» . 

L'ordonnée FN , quï répond au foyer de l'hyperbole , dont le double 
est ce qu'on nomme le paramètre de la courbe , et dont nous au- 
rons besoin par la suite , deviendra donc hCot.*/t. L'expression 
générale du rayon vecteur FM sera 

bCùB./tCcA.^ 



FM= 



Sin./ft-Cos.f 



en continoant de désigner par p l'anomalie vraie , ou l'angle AFM; 
128. En employant ces notations , on trouvera , pour la surface 
du secteur curviligne AFM , proportionnelle au temps , j'expressioiK 
qui suit ; 

3AFM= - -c- **Cot.|»Log. - ^ _. ^ . 

Sir dans cette expression ...on fait 

i+Sin-^Ctw-H-Cos^SiiK^' 

■=^6. c».M:^., ' 

«De devieudra^ 

2AFM=AB.BC.l!!=lI^— AC.ABr.« ; 

et sî , dans cette dernière , on fait AG^=a , BC=£ , et que de - 
plus on remplace AB et » par îi et /. ,. i^ étant i/*^, on retrou- 
vera. la. formule elliptique connue 

ffû/nê y. So- 
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l'anomalie excentrique de l'ellipse sera donc rempUcéa ici par U 

logarithme naturel de la fraclion 

Co8.^Siii./» 
On sent , au surplus , que , dans l'hyperbole • de même que dans 
la parabole , l'anomalie vraie p , de même que l'excentrique « , est 
toujours comptée depuis le périhélie, 

129. II conviendra de choisir quelque signe représentatif des deux 

^•_i_^-« g* g'* 

fractions — — — et , analoeues & Cos.i^ et Sin.i,t ÏVout 

a A ° 

eonserrerons ces deux notations » mais en les écrivant , comme nous 

venons de le faire , en caractères îtalitjues. Ainsi , au lieu à» 

Cos.*»-4~Sin.**=si , nous aurons dorénavant 

T4ou« aurons de même 

jiSin.'M—Cos.im'^i » 

Indépendamment des caractères italiques , les notatîonB Cos.» el 
Sin,' seront toujours reconnaUsables en ce que , dans toute cette 
analisë des orbites hyperboliques , elles aeroot invariablement liées 
«vec les angles » et "^ , de même qu'avec leur demi-somme et 
leur demi-di/Férence , et jamais avec l'excentricité /• , ni iTec les 
'anomalies vraies p et 9'. 

130. La développement en séries donne 



i£:«..= i+-+— — + ; 



x.aA4 i.a34.5^ 
«1 



-j — z: — L 



laA ' utXlt^^ 1.3^4.5.6.7, 
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Ces deux sines connues sont décomposables en facteurs infinis. On 

Toit que Cos.* et — ^ sont toujours plus grands que l'unité , tandis 

que Cos.* et étaient constamment moindres que l'unité. Heu- 
reusement , de nos trois sections coniques , l'hyperWe est la moins 
fréquente dans ses applications , sans quoi il faudrait construire des 
tables de Cos.' et Sia." , comme nous en avons pour Cos.k Sin.-. 

i3i. £a introduisant deux angles quelconques • et *^ , indépeadan» 
«ntre eux » on )ura les expressions qui suivent 

Sin.{^'\-^^Sin.»'Cos.,r^Cot.n'Sinv , 

Sm.(jÊf—^=Si/i.i^Cos.M.'—Cos.MfSin.M , 

Cos.{<if+m)^Coi.»'Cot.m-\^in.^'Sin., , 

Coj.(ii'— »)= Cos.M.'Cos.w~Sin.a^Sin.m f 

d'oi^ il résulte 

35/n./C#j,.s=J«i.(,/+,)4-5wï.(/-») , 

:iCos.%'Sin^^Sin.{,.'-\-n)—$în,{*^—,) , 

3.Cos^'Cos.^-^Cos.{^'-\-,)-{-Cos.{^f—^ y 

aSin.M/Sin.M=Cos.{n.'+^y-C6s.{^''',) , 

i3a. De l'anomalie excentrique » , on repassera facilement à Vano' 
malie vraie que lui répond ; on aura 

Coj. s— Sin./» Co«w«— Sin/* 

On «Dra de même le rayon vecteur FM- par la formule: 
r Coi.tt — ^m.ff Chi.it 

«DÊn , la surface du secieuc AFM se txouT»s , par la formule 
irisr-simple: 
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2AFM— 3»Cos.^(Cosec.^5/n.i.— -) . 

i33. Les deux expressions littorales de P , O , de même qu« 
de P' y Qf , subiront [es modifications suivantes : oq aura 

i>=-f c„,.(.+rt=:ï!^^c,«,(.+,) , 

Ç= ^ Sm.(.+f)= '^"■'~^j"'' Sln.(.+f) î 

ce qai se réduit k , > 

P ^Cosec/tCos^^Cos." C0S.1— G)s./^iB.»Sin»« * 
Q =Cosec.^in.i — Cos.» Cos.i+Co3^/«.«Cosj , 
P'=Cosec.^Cos.»— Coj."'Co».»— Cos.^/n.»'Sio.t , 
^=Co8ec.^Sia.t — Coj.»'Cos4-|-Co8^i/ï.«'Cos^ , 
J$ ■=Cosec.it.Cos.'—i y 

i34. Les expressions R—R^, PQ'-^P'Q, RR'^PP'—QQf su- 
bissent de même quelques modifications , exposées dans le tableau 
qui suit : 

il— JÎ'=Cosec,^Coj-.,-C(W.»0 • 
(FQ'-P/0Sln.v=:Cos.^(5//ï>— 5HI.•)-.Sio./.CosJ'5IVî.(•/--); 
i^fl'— PP/— ÇÇ'ï=Cos.V£'oj.(«'— •)— Cos.V . 

A l'exemple de l'ellipse , nous désignerons par x et '^ la demi- 
somme et la demi-diiFérence des deux anomalies excentriques fic- 
tires «^ et ». On aura ainsi 

} d'oi { 

pomme les aagles « et 4* se rapportent aux anomalies exceDtrîqaes 
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• «t «^ , les notations Sinje.^ Cos. x^ Sin.4', CosA' continueront' 
d'Âtre prise< dans le sens du n." 139. On aara 

En comparant ces équations à celles de l'analîse prëcëdente ( Annales^. 
tome !V, pag. 247 , et tom. V, pag. 18) on volt qu'en divisant 
géoëraleraent par Sin.V ^^s expressions elliptiijues , on parvient à 
Telles de l'hyperbole, ' 

i35. A ces trois équations, il convient d'ajouter la quatrième , 
qui tient à la surface dii secteur hyperbolique , proporliobneHe au 
temps. On a eu (iSa) 

2AFM=»^'Cos.j«(Cosec,^5wi«— .) ; 
on aura de manie , pour une seconde observation 

3AFM'=J»Cos.^(Cosec.^5in./-^»0 . 

OUnt la première de la seconde , il résultera ' 

2MFM''=aJ'Cos.^(Cosec.^C(Wj:5m.+— '^) . ' 

La surface de ce secteur est propo^lionnelle au temps qui wpare 
les deux observations , c'est-i-dire ,,à l'angle *' — #; -rieste donc \ 
déterminer le facteun par lequel il faut multiplier l'une de ces., 
deux quantités , pour que le produit soit rigoureos^ifient ég^ i . 
l'autre. 

i36I Concevons généralement deux astres , tournant autour dtt- 
tnème centre de forces dans deux sections coniques , dont les pa~ 
ramètres soient zp , ip' \ les lettres 'p , j^ désigneront ainsi les 
ordonnées des deux sections ,- à leurs foyers' respectifs. Supposons 
de plus que l'un de ces deux «stres décrive le secteur ,A dans 
le temps T, et l'autre te secteur A' dans le temps T. On saîl 

qu'alors les deux fractions ^ et — ^ sewit égales entre *lloi,' 
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Ainai , dans le cas T^3V> les aires A , A' ^Unt snjtpos^ détrîle» 
dans des temps égaux , or aura Ja proporUoa. , très - générale, 
A : A'^\Jp : \lp ; c'est-à-dire , les aires des secteurs sont entre elle» 
eomme les racines quarrées des paramètres des deux orbites. 

137. Appliquons cette proparlion' à l'analîse qui nous occupe. 
L'un des deux astres est la terre, dëcriranl > sur ua cercle du rayon 
a , l'angle au centre ¥ — '.. Le demi-paramètre est ici a ; et la surfaco 
du secteur est \a*iy — ';. L'autre est une hyperbole dont le demi- 
axe transverse est 3 > la distance du foyer au centre JCosec^ , et 
le demi-paramètre ^Cos.*^. Cette comète aura donc décrit , dans 
le temps même qui. sépare les deux observations, l'aire MFM' , 
dont nous venons de donner l'expression littérale. Cela donne 4a 
proportion 

d'où résulte t'égalijé 

. «VS?/— #)Cos.|,3=aMFM' ; 
ou bien 

(y—*ja^=(Cosec.f»Cos.xSîn.4 — *)23^ . 
iSÇ. pe même que, dans les problèmes précédens, non» devcnr 
nçu» rapp«Iei: qof la fracUp* - , quï multiplie P » P' . Ç , (^ , 
dans le» forniule» du n.* 55 {Annales ^ tom. IV , pag. 3^5 ) , est 
elle - ra(rae une dt nos inconnues. En faisant , comme ci-dessus , 
— =», et en conserraql \ti notations 

P=nM , q-nN , R=nO ; 

le* quantités J»/", Nt O, M^ , JV, O^, seront celles çu'od am* 
déduites immédiatement des formules du n.* 55 , lesquelles » au 
«'0)0: P^*> ^onR ideot^otment - l«s mêmes dans Felllpse et duw 
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I.'hjpeFbole. Ce» quantités pourront être regardées comme connues; 

lâsdu -qu'il faudra regarder comme inconnae* U fraction — x^n , 

aussi bien que ÎX." =ni/^.' 

i39> Nos quatre équations ctevienclront' ainsi 

b(0' — 0)=2Cosec.fiSm>xSi/t.'^ ; 

«•(00'-jrjr'-ivjvo=aCos.v5«.'>i' , 

i4o. En conséquence , en revenant aux notations déjà employées 
dans les mémoires précédens ( Annales, tom, V , pag. 18 ) , savoir; 
:ta=Œ—Ot 

a</=»'^i t ■ ■ 

le problème eera facilement i:édait «ux quatre ^quatiçou qw suivent t 

»»i=^Cosec*rCo*^&>i.4^Cotf,*— :Sin.jB^of.+) ; 

>ïi7^=ïCo8ec^CM.>;5»n.^'-*i^ : . 

i4i* En aaivant une marcIie analogue & eelle qui a i\i ttaèigald 
«n commencement de ce quatrième mémoire , et en m raj^wlanl , pour 
les rédactions, que Cos,'4'-~Sia.*'i.= i » on parviendra de m«me 4 
réduire ces quatre équations 4 deux » ne reufarmaat plus que le* 
deux jaconnaes n et ^ , nvoir : 

s4z, CetU denùl^re est identiqaeoieiit h mtme qne ctans rellip«| 
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(ii8)j même en ayant ^gard aux signes. La premïire <IîJTère is 
celle qui a été obtenue pour l'ellipse dans le signe de l'angle ^, 
et de plus dans celui de n>/^ , compris sous Je radical. On les 
résoudra de la même manière ; et deux emplois de la règle dé- 
fausse position y suffiront.. Une valeur quelconque de ^ qu'on aura 
supposée , conduira immédiatement à o ; et substituant cette valeur 
dans la première , on s'assurera de l'erreur que celte supposition 
aura occasioniîe. Mais il ne faut pas oublier qu'il est quesfon ici 
de sinus et de cosinus hyperboliques , poar lesquels on a 

aCos.^^e +< , zSin,'t'~e — e 
£n employant les sinus et les cosinus, des tables qui nous ont 
conduit (itS) aux deux équations finales 

rtJA— 3(Cos'.+)=<:Sin.'^ ^ 
on aurait beau faire ' pour ^ toutes les suppositions imaginables * 
aucune valeur réelle ne pourrait y satisfaire * attendu -que » daq* 
ffaypetbo^e , ' t» Valeur de xet- angle est réellement ïmaginatre. 



ANALrSE ALGEBRIQUE. 

'Recherches sur le développement numérique des fonctions 
■ que Mm Kramp a, dénotées par A et T , dans son 
-■ Arithmétique universelle. ; 

Par M. Arc and: 

I. Ij'emploi fréquei^t dont les fonctions- d4&i^^es par H. Kramp 
par A et F sont susceptibles, .est sans doute un motif pour chercher 
i en étendre la théorie. L'objdt particulier de cet écrit est de recueillie 
quelques résultats tendant à faciliter la détermination numérique de- 
% valeur de cef fonctions , lorsque la varrable est donnée^ 
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a. La fonction désignée par A ( Arith. unif. n." 56o ) est 

Bit B, , B^,.... étant les nombres de Bernouilli ; et on a le 
tliéorème suivant ( ihid. n.* hjZ ) 

faisant — :=;n , on obtient. 
o 

On tire de cette dernière équation , en faisant ns=i , 
Log.(,+/.)=A,-i--A.+ (.+ i- + |+....+ ^) . (C) 

Mettons i-4-n pour n dans l'équatîoD (B) , el nous aurons, en 
isolant A(i4-/i), 

-LosC.+rto'H-Aj-j^ î (D) 

or,' 

.4-,+;.B=(.+rt(,+«)_»=(,+;,X,+„) I ,_ ^^^^, { ; 
donc , en employant la yaleur de tx)g.(i+;î) , (C) , 

H-Log.(.+„)+L„g.[.-j-^JL_-}. 

Réduisant les fractions de (D) en séries , procédant suivant le» 
paissances positives de n , et substituant la valeur que nous venoi» 
de trouver pour Log. (.i+p-\-pn) , nous aurons 

Tom. r, 3, 
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A(.+„)=A.-Lo6.[,-^-^j^]-Ajl 



+ I +i> —I 

, I n «■ ni ■ 

+ 7-T+T-I6+ -T 

+ 7-7 +T- 

+_l_ïï:+*i-_?ï+ _i 

^3 9 ^1 8i 3 

„ „. 4.._ 

3 9 ' 27 



H — ^ — ; ' — ZT — '~~ — 'i* • • • •^ — 

F P' T" P' P 

P P' P' 

p ëunt arbitraire, faisons - le inBoi ; Loe. i— et 

A -^-- disparaîtront , et il restera 

A(i4-»)=Ai+<.{i+;+^+..0+n-c+~;-;^-i!;— ....) 

+'>'(-i+ri+i^+-)+«'(+:-iT— •>+-. ; 

^quattoa que nous ëcrirona ainsi : 

A(i+n)=Ai-4-x.n+x,n»+x,n'H-...., (E) 

3. Or f si Ton fait 

t étant employa comme indice général , on trouvera 
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x,=— 1+5, ; 

»,=— ;+5,— 25,+5, , 

»4 =+i— 5.+3S,— 35,+5, , 



=39 



(F) 



or , les séries 5, , 5, ..... sont sommables ( IniToâ, d'EuIer. 
Àrith. unîv. n." Bgg ) ; od peut donc déterminer les valeurs nu- 
mériques des cofiiïîciens A, , A,,.,.. 
Oa tire des équations précédentes 

*| — — ^+«54 C^|+3^l) f 

»4=— j-W,— (*,+3>,+3»,) , 



formalcs qu'on peut einpiojrer à vérifier le calcul fait par les 
équations (F). 

Observons que, si l'on fait, en général, T,=5,— i., on pourri 
substituer T à 5 dans les équations (F) , excepté dans la première. 

i. Quant à At on peut le calculer par la formule (C) , en 
prenant pour p un nombre assez grand pour qu'en développant 

■'^7+; P" '' f»«"°l« primitive (A), on n'ait pas il craindre l'elTet 
de l'augmentation progressive dés nombres de Bcrnouilli. 
On peut aussi faire n=— i dans (E) , ce qui donne 

Ai = *,-»,+x,-»,4- ; (g) 

enfin , on pent encore employer la formule 



Al = l— LoB.a+ îi — .ÎÎ-+ îi. 
a i [^ 



(H) 
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pour vérifier les résultats précédens. Leur conformité servira d'aillear» 

à garantir la justesse des valeurs employées pour T, , jT, , .... 

Celte dernière ë^uation se tire de la formule (B) ) qui donne , 
«Q faisant p=it , 

.= -iJL<,6.{,+,)+A«_A^| (1) 

d'oi^ l'on lire , en mettant •* pour n 

A-=A-|-+--Logï'+- "l • 

Faisons successivement n=i,3,3» ; il viendra 

Ai=Aj+i— Log.a , 
Ai=Ai+i— Log.(iH-f) ; 
A}=Ai+i-Lo6.C.-(-i) , 



d'oîk r^ioltera , en prenant la somme de ces ëquatîons ; 

Ai = i-Log.2+ î — LogOH- 7 )+ T — Lo6(i+ 7 H- • • 
et en développant les logarithmes , excepta celui de 2 , 

Airzi— Log.aH — — -H : — n+'*-* 



en sommant les séries verticales . on obtient l'ëquatîon (H). 

5. Or, les valeurs de Ai , >, , x^ , a, présentent la série 

Suivante ,' singulière par son irrégularité , tant dans la succession 
des valeurs absolues , que dans celles des signes : 
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Ai = +o,5772i566490 , >■ =—0,0000576677,, 
», =4-0,64493406685 , X, =4-0,0000131980., 
x,=4-o,o57i228363i , »,„=4-o,ooooo3454. ., 
)ij = _o,oiol8983909 , ;,,, =—0,000006395. ., 
»^=4-o,ooi 19469664 , >,, =4-0,000004948. ., 
», =4-0,0003778979. , x,,=— 0,000003950. ., 
X, =_o,ooo3o37036. , »,.-=-(-o,ooo«oi4i..., 
», =4-0,0001565295. , », ,=—0,00000047..., 
Faisons »,=(— i)V,,ce qui reTient i changer les signes des » 
i indices impairs ; nous aurons , par les formules (F) , 

^= 1-1 S.-'-V.4-T . 4-'*.-T • V- ■4'-+-]- 
Or , la sërie entre les accolades est toujours positiTe ; car , en la 
désignant par U, , et en développant les S pour lesquels on peut 
prendre les T Cn-''3) , on aura 

î^...= ; +T rt-r» +••■ 



et , en sommant yerticalement 

''.+.= i(T)+i(i>^(l)'+-- « 

On Toit qae le» yaleurs de U, vont toujours en diminuant , et 
•n peut même déterminer an indice .+ i tel que t/^^, «olr plus 
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petit qu'une Hmîte donnée Z. Pour cela , soît partagée cette li- 
mite en deux parlies arbitraires L'-i-L"—L. Un terme quelconque 
de (I) est plus petit que le terme correspondant de la série j + 
- + ^ + , . . ; mais la somme de celle-ct est unie » donc on peut 

prendre dans (I) un terme ■ . f — -— j , tel que la somme de 

tous les termes suivans soit plus petite que 1/ quel que soît i. Le 
quanitëme z étant ainsi déternniné y on pourra prendre i de manière 
que la somme des premiers tsrmcs 

Kt>7(I> ^^.(^y 

soit plus petite que L" ica il est visible que ,■ augmentant , cette 
somme décroît plus rapidement que celle des termes d'une pro- 
gression géométrique qui aurait — pour raison. 

On peut conclure de li que la série des ft ou dès x est con- 
«rgeote , •• -i« la cooTergence est bien plus rapide qu'elle ne pa- 
raitrait devoir l'être en raison des considérations sur lesquelles U 
démonstration précédente est appuyée. 

Les signes de rt= -< U, présentent cette succession : 

I, 2, 3, 4) 5* 6, 7, 8, 9, io> II, 12, i3, 14, i5, ....... 

- + ++ H -H -f- + + + 



Or , tes valeurs absolues de ^, décroissant beaucoup plus rapi- 
dement que celles de — , il parait que la valeur de {/, oscille , poui 

ainsi dire , autour de celle de — , en la serrant toujours de plus 
près, et qu'il y a quelque chose de circulaire dans le caractère des 
coefBciens ^ , considérés comme fonctions de leurs indices. Obser- 
TOns qu'il y a augmentalion dans la valeur de deux ^ consécutifs. 
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aux endroîts marqut^s "* ; sarolr , à l'exception de />, tt /<, , aux 
deux premiers termes qui suivent chaque changement de signe. - 
Nous retrouverons cette même circonstance, dans le développement 
de la- fonction V ; et ce qui conBrmeraît le soupçon que nous éle- 
vons ici sur la nature des coeificiens /*, c'est la possibilité de trou- 
ver des fonctions circulaires qui présentent le même genre d'irrégu- 
larité dans la succession des valeurs' et des signes. Soit > pai , 
exemple , 

£n faisant successivement :r=o, i, x, 3 , on trouvera pour 

y les valeurs suivantes : 

5oooo , 3x35 , 3og3 , 1307 , a4o > 5' > 7' t^it^i^t^* > • 
- + + + + - + + + 

* * 

série qui ofFre des particularités analogues à celle ^e la série des f, 
6. La formule primitive (A) donne , en vertu de 1$,= ~, 

A(— n)=An— » , ou An=:n+A{—n). 
Faisant cette substitution dans (I) , il vient 

o=Log.(i+n)4-A(-^B)-A ~^. 
Mettant n— 1 pour n et transposant, on obtient 

A(i-n)=-Log.iH-A (i— ■^) i (K) 

«t , en développant A[ i— — Ipar la formule (E) 

ACi-/j)=Ai^Log.n— ^+^— ^4--..:.... 
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au moyen de qaoî on peai avoir promplemenl la fonction A d'an 

nombre négatif très-grand. 

Si l'on met n— i pour n dans (I) on obtiendra 

A(n-i)=n— i-LogJï+ATi — -^ j; 
et, par le développement de A^i j , 

r ''t ^. ^, , 

A(n— i)=n— Log.B— 1+/1 \- — — —+.—..• 

formule propre à calculer la fonction A d'un tr^s-grand nombre 
positif. 

7. SI l'on développe x, ,f,t >a, , . . . , dans la formule (E) , aa 
aura 

A(i+n)=Ai— » H-n5, 

— ^+n*5.— 2n>S,+n*54 



=A,-L»g<.+»)+^5.+(^y*,+(^)'^,+. 

Eb mettant ^^ pour n, on tirera de cette équation 

A Al+Log. =—-i — ^H — i +....-; 

et , en faisant n oe'gatif , 

»+l ■'■ " »+I » ^ o- d' ~ 
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La diffërence de ces deux équations donne 

a£;+W.£7-A;;^-Los.;^=. (^+îi+if+....) 

Mais on sait d'ailleurs ( IniroJ. d'Euler, n." 179) que le second 
membre de cette dernière, équation est la valeur de n — wCot. — ; 
donc 

yV— H-Log. A-— -— Log.— — =« — «Cot. — . 

On peut réunir A et Log. dans une seule fonction M en posant 
généralement 

Mjr=Air+Log^ ; 
r^uatlon précédente prend alors la forme plus simple 

M~ M-^=«— Cot,— . 

On aura d'ailleurs , en reprenant l'expression de U, ( n." 5 ) , 
MCi-Hï)=Ai+r,n-£^,nH-I',B*— ...... 

8. La fonction V est ( Jrù^. unip. n? 60 1 ) 

r„=B.„+îi;!+?i:!+£îi+..... ; 

et on a ( Ihtd. n." 6o3 ) le ihëorème géaëral 

Log-f i(i+»X'+3«)...[i-Kp-0»] ) = 

£n faisant 

r(i+/>)=ri+,.,n+v.a-+»,n'+>-4'i'+.-. , (M) 

on pourrait , au moyen du théorème prëcédent , dëterminer le:» 
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coefficleos y, , y, 7 y, , par «ne mëlhode analogue i celle du 

n." a -, mais le calcul est prolixe, et il est plus «impie de les 
faire dépendre des toefficiens >., , !., . >.,,■■■■, en employant la 

relation 

n'dÇrn)—{An—B,n)dn 

qui existe entre ces fonctions. On trouve alors 

r,=Ai— ; =+ Ai— 7 , 



(N) 



3y,=A, ; 2y,= aAl + T-f- >-i f 

3).,=ui,— r,— 4>',=+3Ai— r— aii+ )i. , 
4y,=x,— 2,,— 6v,=— 4Ai+;+3»,— 2/'.+ X, , 
5r,=X4-3,,— 8x,=.+5Ai— f-4s+3ï'.— =",+''4 . 1 



La méthode directe du n.* 2 donnerait 
y,=+ Ai—; , 

îy,=— 2A1+ T,+ i —3.; , 
3,,=+3Ai— 3 7',+ T,— ; +3;; + ;) , 
4v.=-4Ai + «r.-4 7",+ ï"<+;-4:;+i+j) . 

5,,=+5Ai— loï'.+ior,— sT.+r,— ;+5(;— i+î+t), 

formules moins simples , mais qui dépendent immédiatement des T; 
on pourrait d'ailleurs les tirer des précédentes , par le développement 
des X. 
On aurait encore 

)-■=''•— 2>',+3x,-i(x,+ , 

2yï=X|— 2X4+3^1— 4''»+-.«" t 
3»,=x,— 2*, +3»s— <>.,+. 
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Ces formules se tirent des équations (Fv') , en parlant ic la troi- 
sième , par des substitultons successives. On peut aussi les en faiie 
dériver comme il suit. 
L'équation (K) dounc 

LogJï=A^— ^)-A(i-b) ; (O) 

d'oi 

Lo6..==.. (n-1 )_.. (.._ A ) +., („3_ JL y 

Nous remarquerons , en passant , que le développement de Log.n ~ 
se fait ici suivant les puissances entières de n , sous une forme 
très-simple quoique peu usitée ; et c'est un fait d'analise assez sin- 
gulier que les coeificîens d'un tel diveloppement , pour une fonction 
qui doit également être regardée comme fort simple , soit soumis i 
une marche aussi irrcgulière que celle des \. 

Soit fait , dans l'équation précédente , n^ i +/ d'où — ss i— 1 -j-/* 

—/*+....; on «ura 

'-T+T-T+ 

=A,(2/— /»+„..)— A.(4'—2,H-....)+A,(6/— 3^'*+....)—.. -^ 
La comparaison des termes qui multiplient les di/Férenles puissances 
de i fournira des éqaatîoDs dont les deux premières donneront 
paiement 

;=*,-2».+3j,-4x'.+ .... (P) 

Or , on 3t y par exemple 

Pm- (N) SyfsSAi— f— 4xt+3Xi— 3X,-f X^ 

Par (G> 5A,^ +5^,— S^i+Sa,— SA^-fSXj— Sxi-I-.,.» 

Par (P) — i=ç r- ''i+a^*— 3a, +4^4— 5^1+6?^*— ..^ 

don(: 
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et ; CB général , 

Tîoas pouvons remarquer que l'ëquatloQ (O) donne î en TCrta 
de A(/ï— i)=rn— a+A(i — a) , ( n.** 6 ) 

LogJ»=A fl ^j — a;»— l)+(ll — l) ; 

mais 

Logj»=»— Log.^^!— - J+Log.(n— i) ; 
donc 

'o=A^i— ^ )+Log.(i— ^)-A(«-i)-Log.(n-i)+(«-i) ; 
ou t en reprenant l'expression de M , 

n+i 
g, M. Kraiop t fait Toir que ri=i — ;Log.(3») , ( Annales ^ 
tom. 3 , pag. II ). On pourra encore calculer ce même nombre 
en faisant n=— i , dans l'équation (M), ce qui donnera 
ri=y,— y,+y,— y^+..... 
10. La suite Vi ^ v% t Vt '*■*>* P^>c"tc les mimes irrégularités 
que celle des coeiEciens x , comme les valeurs suivantes le font voir 
ri=:-|-o,o8io6i46679 , y^ =:-|-o,ooooo5266.., 
s-i =+0^7721566490 , »,,=— 0,000003837.., 
yj=— o,oo474863i48 , y,,=+o,ooooon63«, 
»'i =— o,Doo366ipo89 , vi , = — 0,000000293.., 

^^«=+0,000376007 3. , y, , =: — 0,000000062.., 

y,=— o,oooi43oii8. , X, ^=+0,00000016. .., 
ra =+0,0000339978. , y»» — — o,ooooooi4' ••» 

y, =+0,OOOOOo483a. , y,«=+0,O0000OiO..., 

y,=t^.o,ooooo67775. , i 
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Si on change le signe des y a indices impairs > on aura cette 

succession 

1 . a . 3. 4. 5. 6. 7 . 8. 9. 10. II . 13. i3 . i^. i5 . 16. .7 

++4.-1- -_^. H + -+- +... 



Le signe * indique qa'il y a augmentation dans la râleur absolue 
de deux V consécutifs. Cette circonstance a lieu , comme pour les 
\ , aux deux premiers termes qui suiTent chaque cIuDgement de 
«igné. 

14. Bn faisant />=i, dans l'équaiion (L) » on en tirera 

r,=-.+Ci.+^)Log.(.+„)+r;^; 

et, en mettant n—i pour n 

r(„-0=-.+ (;;^ + 7)L<.g^r(i-l ) 

pais t déreloppani T ( i— — i par la formule 0^» 

expression au- moyen de laquelle on pourra calculer facilement la 
fonction F d'un très-grand nombre. 

12. Une observation qui 'se présente naturellement est que les 
équations précédentes , qui contiennent des logarithmes, donnent des 
résultats absurdes , lorsque les nombres de ces logarithmes sont né- 
gatifs ; ce qui tient sans doute aux' mêmes cause» qui ont conduit 
M. Kramp i des conclusions paradoxales ( annales , tom. 3 , pag. 3 
et 343 ). Il a donne à se's lecteurs ( lèid. pag. 344 ) l'espoir d'une 
solution satisfaisante de ces diificuUés. Les géomètres ne peuvent 
que désirer avec un vif intérêt les éctairclssemens promis par ce 
célèbre professeur. Ils seront d'ailleurs une sorte de mémoire jus- 
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tifîcatif en fayeur * de l'algèbre qui , à cet égarai , se trouve en 

quelque sorte in reaiu. 

i3. Nous rapporterons ici , par occasion, des formules analogues 
à celles de la page il 8 (^ Annales , tom. 3) 

■ ^-.t^,.^-/ =j^+j+^'-^+^^~nr+^' ....3.4.5 +•■•• . (<2) 
-^>''+*«-Tr5 — *« rrtiz — *-•■•■ <") 



'-ïa..<.+.-J' jr'+o' ' ' 1.1.3 • 11.3.4.5. 

En faisant a — o, dans (Q) , on a la seconde des séries de la page ii8> 
dont les autres sont tirées. ?{ous démontrcroos ces formules comme 
il suit. 

£n faisant A:rr=i , on a 

A(«"'Sin.ajr) = e'"î(tf"Cos.û— i)Sîn^«'+^'SiD.aCo9.(i'jrf , 
A(<r"Cos^*)=e""[ (*"CosJ— i}Co9.tfx — ^Sîn flSin.43x \ , 
d'oi^ on conclut qu'on peut supposer 

S(e"Sîouij:) = e«(^Sin.ajr+flCos.(l'jr) , 
ï((^Coa-w)=«~,^CCos.a:r+i?Sin.fl4 • 
A, Bf C, D étant des constantes. 

£n effet , diiTérenciant et comparant aax râleurs pi^c^denleS ; 
ou trouve 

A=C= '"^'""^ . 5=Z?= '-^^ . m 

D'un autre côte, si l'on applique à e^Sin.ai et e^Coa-àx ^ (ott 
seulement à la première de ces deux fonctions , car ellus con- 
duisent toutes deux au même résultat) la formule d'intégration 

"" « jj dx "*" 1.3.3 dâ» ~ i.a.34 drï"^'**" 

""« 1 d«~*~i.3.3 dBi"*" 10,34.5 4^"^"*'^ 
<Bn obtient on résulut dû la forme 
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«(i*'Sinui*)=««(v^Sm.tfa+5Cos.iix) J • - 

A e\. B éXsrA les séries (Q— r) «' W- Ainsi, ces valeurs peuvent 
èlre égalées aux valeurs (T). 

Dans les valeurs (Q) iioùs avons fait passer la^ fraction 7 dans 
le premier membre, pour plus de symétrie ^ ce qui a donné, pour 
ce premier membre , 

t^CotM — I , , «•"—1 I e» — e-n 

La formule (S) dérive de l'uoe des deux premières , eu y met^nf 
y/^ pour y, ■ . ) 

Observons que les coefficiens de «se', dans les expressions de 
la somme des sëries de la page 118, peuvent $e détecmincr d|ane 
manière indépendante par les formules 



Ainsi, dans l'exemple de la page 119* on aurait 

Bj^a.*—'].! =57 , 

C,=:3*— 7 -a'+ai.i =3o2 , _ 

D,=4s— 7.3*+3i.3'— 35.i=3oa ; 

Au reste, la suite des coefficiens ^„ , ^„^.,;., ^tant syni^liitpiflf 
U suffit de calculer la moidé des termes. 
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PHILOSOPHIE MATHÉMATIQUE. 

Considérations philosopJiigues sur T interpolation ; 
Par M. G E R G o H M E. 

rl\..'WTamV\^AmisonJnttoduciionàIûphiIosophiedesmathématiques 
(pag. 2^7) , a avance que cerlames fonctions n'ëtaîenl point susceptibles 
à' interpolation. Quelque confiance qne puissent inspirer d'ailleurs 
les profondes connaissances de cet îiabile géomitre , cette assertitn 
m'a semblé paradoxale ; j'ai donc cru devoir la soumettre 4 oa 
examen sévère ; et c'est cet examen qui a dtinné lieu aux réflexions 
que l'on va lire. Elles ne présentent au surplus rîen que de très- 
élémentaire , et je ne me détermine à les rendre publiques , que dans 
l'espoir qu'en dirigeant sur ce sujet les pensées de mes lecteurs, 
elles pourront donner naissance \ <}es recherches plus importantes 
et d'un plus haut intérêt. < 

I. Quelque Voisine de l'invention de Valgèbre que paraisse être l'i'n- 
Tention des eoefficiens , on peut cependant concevoir un intervalle 
de'temps, sicourt d'aitteurs qu'on voudra ,- durant lequel, pour 
exprimer qu'une quantité quelconque a doit être prbe une on 
plusieurs fois, on écrivait simplement 

a , a-\-a , a-\-a-^a , a-\-a-\-a-yi ......... 

Dans cet état naissant des notations algébriques', on ne se serait 
sans doute guère avisé de te demander, comment on pourrait écrire 
que a devait être prise ~ de fois on — 'de fois , ni ce qui pouvait 
résulter d'une opération, aussj peu intelligible ^ onr Pe^prit. 

Itientât , dans la vue d'abréger \z notation d'expressions qui se re- 
produisaient très-fréquemment, on sougea k substituer aux expressions 
.ci-deuu9 les expressions suivantes ; ' ' 
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qne l'on vit être des produits dans lesquels le' multiplicande com- 
mun a ëuït seul IndéterraiDé. 

Le penchant qui nous ' porte naturellement h 'généraliser no* 
îdëes^ et par suite les signes que nous destiMna-V les rcplrësentAr, 
dut bientôt conduire i donner au multiplicateur la mâme îndélei» 
mination , la même gënéralité qu'avait le multiplicande} et c'ut 
ainsi que ma devint le symbole de a répétée un nombre de fois 
quelconque eiprimë par m. 

Ce fut seulement alors que les anal'iftes purent songer & se de- 
mander ce que pourrait signifier le symbole ma , lorsque m serait 

•upposëe une fraction quelconque , — par exemple; on, en d'autres 

termes, quel sens on devait allacher à l'expression 



(f>- 



Il a*agis8aii ici de transformer ce symbole d'opération immédiatement 
inexécutable et même inintelligible , en un symbole d'autres opé'T 
rations possibles , quelque^ valeurs entières que l'on attribuât V o' et 
^ , et telles néanmoins que le résultat rentrât dans Texpression mh, 
toutes les fois que p serait exactement divisible par.^. 
. On avait sans doute remarqué que . dans ce qas particulier . 



(0"-f 



on crut donc qoe ce qa'on povrait faire de plus abi^lie H d« fiItU 
naturel était d'adopter cette équation', comme équation' de'définiAoA 
pour tons lès cas. ■ ' " '" "1 '' '"^ 

Mais cette définition, étaàt-çlle ,U seule qu'on pût admettre sous 
les conditions données ? non sans doute ; et , pour ne prendre ici 
qu'un exemple très-simple, oi< 'jurait également atteint le bbt eo 
^optant cette antre définition 
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A étant on nombre entier quelconque , et * U moitié, de la cîr- 
«mférence dont le rayon est l'unité ('*'). 
. Si , changeant m et jr , on écrit 

oh aura 
c'esf-1-dire , 

tuire léqoatîon de définition , d'où on tire 

Si l'on veut appliquer à ceci des considérations géométriques ; 
on verra que l'on peut envisager a^ aa ^ 3a;.,..ma ,,.., comme 
les ordonnées d'une suite de points isolés, dont les abscisses corres- 
pondantes sont 1,2» 3, /!>,....{ et que le problème de l'éva- 
luation de iea se réduit à faire passer par tous ces points une 
ligne continue quelconque , et i chercher ensuite l'ordonnée de 
cette ligne qui répond i l'abscisse jr ; or , ce problème est susceptible 
d'une infinité de solutions, comme le prouve l'équation y^'^xa^^Sin^wi 
fct l'emploi dé la ligne droite , qui conduit à l'équation de définition 

(*) Dans le vrai , l'ëqiutioii de définition [ — )a:s ^ m èli empruntée de 

iWithnUti^ne ; maû il contient 'ici k mon but d« MippoMr qoe l'invention de 
Ji'orithmilIqiMt n,'a poiint précédé c«lle de l'algèbre. 

On «uiait pu admettre f rn'ff'"f é^uivatente k Je piécédente ) l'équation de 
défioitioo 

' mg-|-Bo =' Cm+H)» iou f m | y m. ypii+n) f 

de bqoelle on annit enauite déduit l'antie, 1 peu pris comme Euler démontre 
la fbmuile du binAme t pour fessant IractloiiDaire » it l'aide de l'équatit» 
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gënéralement admise, n'a d'^ulro prérogative que de conduire au 
J>ut de la manière la plus simple. , 

II. Jusques vers le temps Je Descartes , Torsqu'on voulais exprim« 
les produits consécutifs de, la .multiplication d'un même nombre a 
par lui-même y on n'avait d'autre moyen d'éviter les* qotïtioDS ÛL- 
commodes de Vièle que d'écrire 

a , aa , aaa , aaaa ,.,>... 
Le désir d'abréger £t bientât remplacer ces, ezpnessîonj par, leurs 
équivalei^tes 

ç , «',.«', a* , j. . , -.,,.,.! 

et on convînt ensuite' d'employer W symbole a* pour désigner une 
puissance quelconque d'un nombre quelconque. 'Wallîs se demanda 
alors, ce que pourrait signitier l'expression a*-, lorsque n> serait uile 
fraction » — par exemple ; et , comme il avait sans doute remarqué 
que y lorsque p est exactement divisible pas , on a • • 

C f — 

il convint librement , et tous les analistes coovinrent avec luî , d'adopter 
cette équation comme équation générale de définition des puissances, 
que!» que pussent être d'ailleurs les: nombres p et 'y*; et de lier 
ainsi les puissances entière» et les puissances fractlomiaire» par uAe 
loi commune. 

Mais cette loi , \ la vérité la pin» simple , n'était pomt I* seiiltt 
qu'on pût adopter; on ponvaït prendra» par exemple», 

y .... 

A et w ayant la même signification que ci-dessns (*). 
Si , cbangeant m en « , on écrit 

O» {«urawt adneure , comme- déanitioo égûTaleote' i cdl»-li pfétiaatioa. 
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b'est-4-dIre V 



y,+,=fl'+'=tf'.fl . 



■ tt '.=-^- 



■ lUlre dëfioitîon i'oii ■ on tire 

Si Ton considère a, a* , a\ a", comme les ordonnées 

d'une suite de poinU isolés , ayant respeclivement pour ibscissM 

j 3 3 m, t la question de l'évaluation de «i*. reviendra 

)t faire passer par ce» points une courbe ooniînue , quelle qu'elle 
soit , et 11 chercher ensuite celle de ses ordonnées qui répond à 
l'abscisse x. La déftnitlon généralement admise revient ï choisir 
une logarithmique ; mais celte courbe n'a au plus que l'avantage 
d'être la plus simple et pourrait , en toute rigueur, être remplacée 
par QUé mfinîié d'autres. 

III. Coasid^ron» encore la suite. des fonctioiu 



- d6igBons-lM respectivement par f l , f? , «3 r fi ; >l est dur 

qu'en' ^nérel. fx ne sera imm^ielemeat draluable , ni même ex- 
primable et conceTablc , qu'autant que s sera un nombre entier 
ppsitif. Cependant * comme il est connu que , dans ce cas , on a 



<«+>/'■'+«)»+■— <»-V5+4)-" 



C)i 



tt en déduire ensuite l'autre , comme il a it& indiqua duu b note pr&édente. 
(*) Vojrfl»..Iet. Rjouils dt VJeadimù du Gard poui i&ii'^ isia. I, pa^-a63| 
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et. comme d'ailleurs il existe déjà ane convention ant^riearemenC 
établie sur l'évaluation des puissances fractionnaires ; rien n'empêche 
d'admettre cette équation comme équation ^nërale de définition dfi 
ces smrles de fonctions , quel que soît x ; mais , rien ne s'oppose 
non plus à ce qu'on en adopte toute autre , car il en existe une 
infinité qui peuvent, remplir le~m£me but. 
Si l'on pote , dans ce cas , 

H viendra -.,.,,"- 






et par conséquent 

IV. Oa pourrait parcourir successivement tant d'autres sortes de 
fonctions qu'on voudrait , que l'on parviendrait toujours également 
aux conclusions suivantes : i.* le problème de l'interpolation ne 
peut offrir de-difficiilté que lorsqu'il est relatif h une fonction qui; 
sous sa forme primitive , n'est évaluable , intelligible et même ex- 
primable que pour certaÏQ^s valeurs déterminées ( qaoiqu'en nombre 
infini ) du su/et de celte fonction ; a." l'art de le résoudre consiste , 
en général , à mettre la fonction proposée sous quelque autre forme 
qui , équivalente \, la première , pour les cas oft celle-ci est immtf- 
diatemenr évaluable , puisse être , conlrairèment à elle , également 
évaluée , du moins par approximation , dès qu'on attribuera au 
sujet nne valeur quelconque, autre que celles-là seules pour lesquels 
la première pouvait être évaluée ; 3." ce problème est , génératemént 
parlant, susceptible d'une infinité de solutions , sans que l'on puisse 
assigner à aucune d'entre elles d'autre motif de préférence sur les 
autres que de pures raisons de convenance ou de simplicité. 

Le problème de l'interpolatipn , envisagé géométriquement » revient 
évidemment à trouver l'expression générale de l'ordonnée d'une 
courbe assujeili» à passer par une infinité de points donné* , «t 
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auccëdant les uns aux autres suivant une loi onifonne quelconque ; 
mais non immédiatement susceptible de donner des points inter- 
médiaires à ceux-là ; et cette manière d'envisager la chose montre 
de nouveau , d'une manière sensible , <}ue le problème doit avoir 
une infinité de solutions. 

Donnons, encore un exemple de l'applicalîon de ces principes» 
Avant Yandermonde ^ personne , je crois , ne s'était avisé de chercher 
^ évaluer le produit 1.2.3....X pour d'autres valeurs de x que des 
valeurs entières et positives, et cela parce qu'ancune notation par- 
ticulière n'ayant été inventée pour exprimer ce produit , il n'y avait 
pas même moyen de l'écrire , lorsqu'on faisait d'autres suppositions 

pour X. Mais, du moment que l'on eut imaginé les symboles [s] , 
i"' , al comme équivalens entre eux et i ce produit, on dut 
aussitôt se demander ce que pourrait signifier jr !, lorsque x serait 
fractionnaire ou négatif^ ou même irrationnel ou imaginaire. Tout 
w réduisait évidemment à trouver une fonction de x qui devint 
I»3i6,34»l3a,.... lorsqu'on y supposerait successivement 

7=1 ,. 2 , 3 , 4 > ^ > ^' *]**' ^^^ ^^ p'*)' évaluable^ da 

moins par approximation ,. dans, le cas de toute autre siipo&ilioa 
pour X. Or, ces etmdïtiona. pouvaient ttre remplies d'une infinité 
de manières différentes ; on pouvait, par exemple , adopter l'é- 
. quatîon de définition 

x\=i-\'Ax»-\-Bx^(x~ty-^CsVis—if(s—%Y''+^».^ 
dans laquelle les exposaas' «, s', •'', ....^, ji' , ji''.,^,y,y', 9/^,..., 
en nombre' înlînî , peuvent èlre des nombres positifs quelconques , 
et où A y B, C,....se déterminent facilement par une suite de 
suppositions particulière». Si , par eiemple , pour plus de simplicité , 
on pose tous, les exposans ëgaux k l'unité» on trouve alors 

série dans. laquelle les coefficleni couécutifs o , 1,3, g, 44,26$,.^ 
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•Ont teb qoe chacan est le produit de la sdmme dei deux pi^* 
cédens par le nombre total de tous ceux qui le précèdent. 
On pouvait tout aussi bien admettre l'expression 

»! =i+^jSin. * +Bs'S'm.- Sin.— +C**Sm.- Sîn. — Sin.- +.«., 

dans laquelle les coefliciens A, B , C,.... anraieni également ^té 
d<!duits de la considération des cas particuliers , «t qui pouvait , 
comme les précédentes , £tre évaluée quel que fin le nombre s. 
Mais ce n'est aucune de ces définitions qui a été admise par le 
petit nombre des aoalistes qui se sont occupés de la fonction s ! ; 
ils ont admis , du moins tacitement , pour équation de définitioa 

B^t B^y B^ ,,.., ^tant les nombns de- BerooalU ; et le cIk^ de 
cette définition les a conduit i plusieurs belles applications de ces 
Jonctions , que sans doute l'adoption d'nne définitîott diâérente ne 
leiwaurùt pas également fournies; mais cela prouve seulement, ce me 
«emble , que , eu égard aux applications pratiques , il peut y av9Îr de 
l'avantage i préférer une équation de définiti<») à toute autre ; muj 
nullement qu'en théorie le choix n'en sent pas tout-à-fait indifférent. 
Le seul point .important en ceci est de ne pmnt admettre implt- 
citement d'une même fonction pluiAeurs définitions qui ne soient 
p<»nt concordantes et de subordonner rigoureusement tous ses calcula 
à celle qu'on se sera déterminé à préférer. Le défaut ié cette 
attention ne pourrait évidemment manquer de conduire à des pa-' 
radoxes. 

D'après ce quiprécMe, féquatiftn connue (;)! =f^, ne peut 
être regardé comme vrai en elle-même , mais seulement comme 
conséquence nécessaire de la définition de la fonction si qu'il à 
plû aux analistes d'adopter ; cette équation (f)!:^f^ pourrait donCf 
•D toute rigueur , être vraie )k Paris et fausse 4 Londres , sans qull 
•n résnlt&t aucune contradiction réelle ; il s'ensuivrait ïseulemtJnf 
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<lo'à LonârM la symbole *! ne représente la même chose t{n'\ 
Paris que pouf les yaleurs entières et positires de x. , 

En pOMDt x\—yx, il viendra 

d-oi •*. 

y,^r-^-m ou Ay-sy . 

îqualion qui peut être admise comme ëqualîon gêniraîe de défi- 
nition ; je dis générale ; car , à raison du complément Tariabic el 
périodique que comporte son. intégrale , elle comprend implicitement 
noé inanité de définitions dîiFérentes. 

T. Supposons'présentemeDt'qu'on ail une certaine fonction de x, 
dont la forme primitive soit lelte qu'on ne puisse en assigner immé- 
diatement la valeur que. par rapport à certaines suppositions faites 
pour la variable , la suppontîon de . x entier et positif pw 
exemple ; et supposons .(le plus qu'on n'ait pu encore parvenir à 
la mettre squs une forme qui en permette l'évaluation quel que 
•oit X , faudra-t-il en C9.nclure que celle fonction n'est point in- 
terpolable ? qu'elle est essentiellement discontinue ? je ne saurai le 
penser. Il est d'abord très-probable qu'au temps de Viète on aurait 
été fort tenté de porter le même jugement de la fonction ^; et 
qu'on en aurait dit autant de la fonction désignée par x 1 par 
H. KraiDp t avant que Vandermonde s'en fût occupa D'ailleurs , 
dire qu'une fonction évaluable dans une infinité de circonstances 
ne l'est point néanmoins dans toutes « ne revîendrait-il pas i dire 
que, par une infinité de points donnés sur un plan , et s'y succédant 
«uivant une loi uniforme, il est impossible de concevoir une senle 
courbe conitnue ? et, loin que cette assertion paraisse soatenable^ 
ne semble-t-il pas , au contraire , que des points donnés , même en 
nombre infini, peuvent toujoursétre conçus liés par une Infinité de 
eourbes diiférsnies ? et i^'en résulte -t -il pas inévitablement que « 
tfà^. qu'jan sache ou qu'on ne sache pas iaterpoler une Icoiction ,■ 
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le problème de son interpolation n'en doit faf moins £lre rëputtf 
non seulement possible , mais mémo tout à fait inde'termind. On ne 
m'opposera pas ici , je pense , l'exemple des systèmes de lignes 
remarquées pour la première fois par M. Monge , et qui ne sauraient 
faite partie d'aucune surface ; car ces lignes se succèdent sans in- 
terruption y tandis qu'il s'agît ici de points isoles. 

Cette doctrine sur llnlerpolation , quelque saine et raisonnable 
qu'elle paraisse , n'est pourtant point celle que professe M. Wronslu. 
( Ifilrod. à la Philos, des Math. pag. 14?)" Lorsque les déler- 

• minations. particulières d'u'ic fonction inçonnjie, auxquelles s'ap- 
» pliquent les méthodes d'interpolation , sont de nature que la 
> fonction correspondante n'ait point y par elle-même.^ une continuité 
» indéfinie , les méthodes d'interpolation ne peuvent , dit-il , donner 
» des fonctions qui aient une telle continuité. Far exemple , les' 

• fonctions que nous avons remarquées cî-dessus , en parlant des 
» rapports algarilbmiqaes , et que nous avons nommées Lameds , 

• ne sauraient * par l'application des méthodes d'interpolation , re' 
», cevoir une continuité, indéfinie; parce qjie , comme nous t'avons 
» déjà observé , ces fonctions n'en sont point susceptibles dans 
'»-\tMX: génération primitive », . ' , 

Les fonctions Lameds , dont parle ici M. Wrsnslû , sont de la 
nature., que vo^ci : on pote 



>.=tf . /,=«* . r^~'^ » 



y*~ 



.e.t on ijern^qdp ce qijepeut signifier y^^ lorsque x est quelconque. 
La manière la plus directe de répondre à l'assertion de M. 
>Vroiiski , levait sans doute de lui donner une expression ije' x.ia 
rentrant au fond dans les «as particuliers que je viens de. c{iiuidiiixr,« 
*t. M prêtant- !l taules. les. SUJipçsitiéQS, .qu'on, voudrait^ faire pour 
.j^, ; et, dans, ce casj je. po.u irais , cd. attendant mieux , lui^ offrir 
U formule d'iaterpolation si connue 
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^ ' I a 3 

qae fe n'oserais peut-être pas présenter 3k tous les analîstes ; mais 
que M. Wronski doit d'autant moins récuser que, suivant lui^ 
Jâs séries ont , par elles-mêmes , dans le nombre indéfini de leurs 
termes , une signification déterminée^ Mais , laissant cette série de 
cdté , je me bornerai \ demander à M. AVronski quelle est la 
génération primitive des fonctions 

tf , aa 't aaa 7 aaaa ; :..,..%. ; 

■ , * 1 '1 

• ' «"+— ' «H — 1.2. ' «+Tj_i- f '"■■"' 

a -f-— a "T _l_ 

a « 7T — 

:x , 1.3 , 1.3.3 ; i.a.3.4 ,«:....; 



•t si , da«3 cette génératicn primitire , elles sont , plu» que ses 
I/omeds , susceptibles d'une continuité indéfinie ? (*) 

' (*} En lepr^Mulaiit les Lamidt psr j'^ oa » évideauDeat ^Ayssày t c'cat^ 
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Je suis f certes , loin de supposer à M. Wronski , \ qui je soumet* 
dé bon ~c<Eur ces réflexions , une assez forte dose d'amour-propre 
pour penser qu'il confonde les bornes de ce qu'il est parvenu à faire 
jusqu'ici jivec celles du possible. Je ne fais même aucun doute que 
la philosophie qu'il professe, et qu'à mon très -grand regret je 
connais fort peu , enseigne , comme toutes les autres , qu'on ne 
Murait trop se dëiîer de ses Iftniëres ; mats je serais bien tente de 
croire qu'en cet endroit, comme en plusieurs autres ^ c'est encore 
cette même philosophie qui l'aura égaré , en le faisant sans doute 
raisonner comme il suit : « Le Qriticisme fait trouver tout ce qui 
p est trouvable , et tout ce qull fait trouver est partit ; or , ce 

> Criticisme m'a fait découvrir une nouvelle loi de déreloppemenC 

> des fonctions en séries; donc cette loi est parfaite; donc elle 
» est la Loi absolue ; or , celte même loi n'a aucun empire me 
» les fonctions Lameds ; donc ces fonctions ne sont point susceptiblca 

> de développement ; donc elles sont essentiellement discontinues ; 
» ^uûd erat dêmonsirandum. * C'est à, peu près dans ces termee 
q ue Hobbes parle de la synthèse , et Condîllac de Vançîise ! 



i.=H-- -^+— i2:+j_ :^+. 



1.1 J ^> 



é^tian qui ne Murait txn abnirde , pnJiqs'eUe ne conlient vfoft rl( IT. firilIlMl 
•euleineot} et qai doit toe d'aillenn awujetlie i b Ivi d« G«iUiiuùt4|, 
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■ B"i 1 -I' I'.'' g=SSg=g . ■ ■- .''I '■l" =5BBBgBS^Bt 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problèmes doptîquei 

I. wUEL point du plan A'xm triangle donné quelconqne faat-il 
concevoir lumineux j poar que le point te moins éclairé de son 
périmètre le soît le plus possible » ou que le poîut le plus éclairé 
de 'son périmètre* le soit le moins possible ? 

II. Quel'point de rinlérieùr d'un' tétraèdre TÏde donné et quel- 
conque faut-il concevoir lumineux , pour que le point le moins 
ëcTsiré dé^sa surface le soit le plus possible , ou pour que le poiot 
le- plus éclairé dà sa surface le soit le moins possible? 

' Problème dalîictge, 

Denx Taaes contenant des_voIuiiies_/',_P de mélanges de pl usieurâ 
Hquides ^ dont le nombre et les proportions sont inconnus pour 
chaque vase ; ne ,seràJl-il pas possible de . constraira deox vases plus 
petits et d'ailé même capacité , tels qu^'^n les emplissant dans les deux 
vases donnés , et versant ensuite dans chacun le liquide extrait de 
llàûtrcr/les taëlanges tontenus danis Ies';deux vases , àpris celte opé- 
ration, soient exactement de même nature? et quelle devrait être, 
pour cela , la capacité commune des deux vases égaux f 

Il est d'ailleurs supposé que les liquides dont il s'agit ne sont 
point susceptibles de se combiner chimiquement , et que conséquem- 
meat ÎU «e mêlent sans rien perdre de leur volume total. 
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ASTRONOMIE. 

Essai d'une nouvelle solution des principaux problèmes 
d'astronomie ; 

Par M. Kramp , professeur , doyen de la faculté des 
sciences de l'académie de Strasbourg. 



( C/nyurème Mémoire ). (*) 

143. IrROBLÈME IX. On demande de représenter le& épotjues 
des conjonctions et des oppositions d'une planète (juelconque avec 
son sateîliteit^ par une série ordonnée selon les puissances ascen- 
dantes de l'excentricité de la planète principale , en regardant le 
mouvement du satellite comme circulaire et uniforme ? 

144. Solution. Soient AIA' ( fig. 1 ) la demi-orbîle de la planète 
principale ,*AA' son grand axe , A son aphtilie , A' son përihélie , F le 
foyer de l'ellipse , occupai par le soleil ; le satellite étant porte sur un ëpî- 
cycle dont le centre parcourt la clrconfërencc de l'ellipse, confor- 
mément aux lois connue^du mouvement planétaire. Supposons qu'au 
moment oi!i la planète principale était à l'aphélie A de son orbite , 
le satellite ait été au point C de l'épicycle. Supposons de plus 
qu'au bout du temps t la planète ait parcouru l'arc AI de son 
orbite , et , ayant mené les lignes lE , IG , respectivement paral- 
lèles à AB, AC , supposons que, dans le mime temps /, le sa- 
tellite ait parcouru l'arc GH de la sienne. 

(*) Vojes les pages 161 et aS; du IV.« T»Iunie i& M recueil, el le* paget.i 
et 331 de célut-ci. 

Tom.r ^ n," JX,ï.*' mars ï8i5. 35 
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145. Désignons par p le temps d'une révolution de la planète, 
et par ç le temps d'une réTolutîon du satellite. Soient de plus 

<t , le demi-grand axe de l'orbite de la planète ; 
aCos.Xy son demi-petit axe -, 

by le rayon de l'orbite du satellite =ÂB=AC:»AI ; 
f, l'anomalie Trate AFI; 
* , l'anomalie excentrique correspondante ; 

H, l'angle BA.C, qui fixe le lieu du satellite , aa moment du 
passage de la planète par son aphélie. 
On aura cons(iquemment 
i7Sln.A,pour l'excentricité de l'orbite, 
<3(i+Cos.a) pour son aphélie FA ; 
«(1 — Cos.^) pour son périhélie FA' . 

146. En conséquence, on aura les équations suivantes: 

Co«.xSin.^ Co^.«— Sin.A 

oin.B= — — ::; . (jos.B^ ■ , 

l^Sm.ACos.^ I— 5m.ACo».f 

— =«+Sln.ASIn.» . 
P 

On tire des deux premières 

d^Sin ^4-df Cos.A 



et de la troisième 

ds=— -d^Sm.H , . 

Loa-'A p. 

Ces valeurs, égalées entre elles, donneront, 

a»Ci— Sin.ACos.*)» , Sin.»(a— Sin.xCos.^) , 

de= — ; ai a\ , 

pCotJh Cos.A 

D'un autre côté , on a , pour l'expression littérale de l'angle IFH 

tSîn. (•+——♦] 

Tang.lFH , ou Ang.IfH= f ^ . 

«+iCo»/«+ — — f ") 
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Cet angle devant s' évanouir eo cas de syzygie ^ on aura 

ou 

♦ =«—«»+ — , et d^= î 

« ? 

donc 

a«df _ a<i— SinACoa.»)' ^^ Sin.^(a— Sin.^an.<f) ^ 

en conséquence 

3«df Cc».*ASin.f(a— Sin.xCo6,f> 
^jd;^ pCot.^A— jCi'-tiio.xCoï.^)» 

Tel est le rapport difTcrentlel ai : àx , dont il faudra dc'duire le» 
coeiEclens de la série (|ue nous cherchons. 

1^7. Pour donner il nos formules la simplicité que nos dëvelo^ 
pemens exigent , soient 

Sia.A=:jr , Cos.ç=y > 

Cos.A.=» f Sin.^= c i 



donc 



Vd^"^ aw it) 



i\ * iK 


^dA ... . » ' d>. 


eu _ i. 


^ iK ^ , -Ja 


Oa aura ainsi 




axU 


po»(.(a_ay) 


-"^i?.- 


p«î— 5{I_ay). ' 


et si , pour abroger ^ on désigne celte fraction pa 


ix , 

3:=+" 


• 1=+^'. 


du 


, ±=-... 
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11 parait conyenable de faire encore, pour abroger; rr^t—sjr, 
n en résulte 



I alors 



dr xàv-i-vàx , 






148. Si, d'après le but du problème, on désigne par / le temps 
au bout duquel il arrive une syzygîe , on aura 

i=^+5x+CA»+ î 

et les coelHciens A y B , C , formeront les inconnues da 

problème. Le premier terme A est ce que devient t dans le cas 
de x = o , lequel fournit 

%Mt awt 

=«=f=»— B«H ; 

P. ï 

d'où l'on 0^6 

et telle est la valeur du premier terme de la série. On aura 
donc 

i4g* Le coefficient B est ce que devient le rapport diiTerentiel 

r- , dans le même cas de x=o, qui est celui de s^o , u:=i, 
OA * 

f— =— ; dou y=Cos.— — , c=SiQ. — . IlennUuUen 
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W^-^Sln.— . 



P 
en sorte que le second terme de la' série est 
_^ P9'' g 

i5o. Il faudra passer de là aux rapports dlffi^réntîelsr—, -7—, -r-.— 

On peut remarquer qiie tous les termes ddnt ces rapports sont com- 
posés sont compris sous la forme 



la lettre s désignant une fonciion rationnelle et entière de iC et 
y; lellemenl que dj3sJÏ/d«>+iVdj" ; tandis que àr=—yix — xdy. 
Le problème est donc réduit à trouver la différentielle de la fonction 
fractionoaire 



i5i. On en tire 

Log.£=mLog.B+»l^o6''H'Log.f-|-Log.f— nLog.(;7B'— yr») ; 

donc _ - 

cte mâu tir de Mix'^^N3y n0pu'àu^nçrSf) 

z II r i> / pu'^-çr* 
OU > en divisant par d^ 

dr _ m* 'tuy hy ■ Mu+N»c SnpM** aw^rfi/j'+S»'*) 

«dx » r f . * . pu'— çr» ■. pu>-^r* ■ ' 

multipliant enfin de part et d'atitre- par itrfs{pu^~—^T^) 
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•{•3npr u^fxs 

— znqr^u'yys •~-2nhqr*up*xs . 

i52. Donc, si l'on fait, pour abréger, 

i^= —mrxs — iu*ys+Znrfis — r( i+r))'j— •( i +r)»''*f 

G~F+H+2n{i+ryxs , 
H=^ — mrss—'iu*ys-\-2nu*YS-i-Mra' ; 
QQ aura finalemeal 

i53. Les trois coefEciens F^ G, H, sont des fonctions ration- 
nelles et entières de x et y. On troure , en les développant , 

/•=(3n— m— ai)irj— (,-|-2)^j+(m— 3iï-|-ai>'yj+(2H-3>j*x 
G = (2n-«2m— 2j) jj-f-(3a— 2»— a)yiH-(iin— 7B+30j:*_yf 

II='^/nxs'^(2n—i)ys+(/n — 2n-^t)xys-{-Mru' , 

On peut rennrquer que la première de ces trois fonctions , saroir 
^. est divisii^e par r^t^^^y ; oa trouve 
F 

Exeniph L Ayant trouvé 
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on demande — ? 
FaisaDt 



on aura 
donc 



D'ASTRONOMIE. i,,,i 



_ iiVfa— ay) 



"^=^^^î 



dA» ~ a» '1\ ** 

reste donc i trouver — — . 
à?, 
Comparant i la formule générale 



BU trouve 



on en tîre 



donc 



mt=2 , s=2~^sy ; 

* =0 , M=— y , 
G=s2r(2x~y) , 



donc ' +?'«-H-W-3rf3*'j.-^wy) 
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\ rf \ fj i 

i54. Le troisième coefficient C de la série est ce que devient la 
fraction — , dans le cas de x=o,qui est celui do Jf=o , a=;o, 

f=— r=Cos.— , ..=SiD.— , et r=l. On aura donc 
P ■' P P 

C:^PJ^P+^Sm.'—Co>.— , 



8w<p— y)» . 
le troisième ferme sera donc 

8*(p— V)» * p 

«55. On Tient de trouver la* valeur littérale de — .—-.composée 
de trois fractions telles que 

dans lesquelles 

Pour passer ^ — , il faut appliquer la formule générale k cba- 

mne des trois fonctions S' , S" , S'^' en particulier. En conséqaeDCCj^ 
noo9 aurons tes difTérentielUs qui- suivent. ' 
Exemple 11. On demande la difTéreDlicUe de 

fi* 
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'z'~ . ? 

(pui—qr'y 

On a ici m=^j , S'^Sy — v'y — 6:ry'-]-2:r*y' , 

d'où il résulte 

— =10 — zj^ — SIX)' — 26y' 

4- je^y-jrz2sy-\-Soxy' 

& 

—— = io—2x*+zxy-~-3y' 

— 2x*f — 8x'y'~~ 1 sxy' 

~h4^Y-\-i4xY-4^Y f 

H'^ -^Syxy+î^y' 

—ZxY^^oxY-\-Bxy* 

^SxY ' 

En suite de quoi on aura finaleonent 

i56. Exemple 211. On demande la diifërenticUe de 
u^^'vs" 



(fui— fr-)l 
On a ici m^^ , s"=^x — 2y , 

. =2 , M"= 'i -, 

■ n=3 , iV"=— 3 ; 
^Uinc 

7:11m. Ti 36 
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F' 

4'ofi il résulte 

157. Exemple ÏV. On demande \a différentîeUe de 



. î 



On a . pour ce cas , ras= i , 5'"= 4»— 3)"— 3j:'j'+irj''+;« V , 

,=4 . 3f"'= 4 -6:ty+ ^■+34;'r , 

■ n = 3 , JV"'= — 3— 3jf+2i)'+3i'^ ; 
ce qui donne 

— =— 24-iOJt'— 23jry+a5^' 

+?■»'/' 
G"'=4-2+3o*'— 56ay+2o/" 
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— 7**/* — jr'y' 

+21Y ; 
on aura fînalepienf 

_ = __ -( p-u' pfr'u'C'+f-r'H'"] . 

à?. {pul—^r'i^K^ r '^' 'I J ' 

i58. Mettant ensemble les expressions djiférentielles des (rois 
numéros précédens , on trouve 

, +p'fu>r-(F''—G') 

Or, on trouve j après les réductions 

— 2 j;' — 3 1 xy^26y' 

+3x'y+i3xY+';6xy' 

—x*y'—3oxY—^ixy> 

+B3i>y'+i"'f—^''r'' 
/■"— Crs— ta 

-^■2x'—Sxy-^ 1 4y' 

— z x*y* — a4^^'— iS^'jr* 
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— 38*"— SSiy+^V 

'-T'Y:. 

— û"'+£f"=+-'2 

^Sax'/— 53jry 4- 1 fî^iy * 

+*V , 
B"'=+4 

— ix'+xy~^hy* 

-\-^>Y-\-^x'f'+xy' 
—ixy—x'y' 

159. Le quatrième coefficient D est encore ce que devient le 
rapport difFérentiel t^ , dans le cas de a3h> , qui est celui de 
tf=o , B=i, r=l , 9~ on f= , et ensuite ysCos.f 

p p—q 

et csiSin.*, en désignant ici par 9 l'angle ^— = .Cette 

fuppositioD Bonne 

f =+io— 26Cos.'^ , 

/•"— Ç'=:_IO+l4Cos.'» , 

f/'/_C'/^-:iî'=_ 6+45COS.-» . 

-G"'+H"=+ 2— aSCos.'» , 

H"'=^ 4 SCos.'f j 
4n aura done 



jby Google 



D'ASTRONOMIE. 277 

3- __ Sîn.* ( (iqp*— lo/^— 6^YH- 2py»4-4?*)" 

Les denx termes de cette fractloD sont divisibles par le quarri 

{p — y)* , ce qui donne 

a» _ f<iop'+'o/'?+4?*)~fa6p'+38py-j-5y*)CM.»»jSîn.y 
/-y ~ 6(p— yji ' 

en conse'quence 

py((iop*+iopy+4y*)— Ca6p'+38pg+5y')Coi.'»}Sin.» 

i6o. £n appliquant les mêmes formules à la rccherclie du coeffi- 
cient suivant E , j'ai trouve 

48-Cp-y)* j +(2o6;>'H-5iW+'73/'y*+9?')Cos.'f 
£d conséquence , voici le tableau des cinq premiers coefBciens 

^, J, ^, D, £, de la série -^+5y+CA'+/ÏA*+£A'-H 

^ui fait connaître les (époques de toutes les conjoùctions et oppo- 
sitions du satellite avec la planète principale » qui peuvent avoir lieu 
dans un temps quelconque. On se rappellera que n désigne un 
DOmbre entier quelconque , pair dans les conjonctions , impair dans 
les oppositions du satellite vu de la planète. Nous continuerons 

d'employer la lettre f, pour designer l'angle — ^ . Oiï,_ 

aura 

■ ^ip-9) "^=+ pçif"—') 1 ■ ■ 

^{p—q) .-fî^ï— 2pySin.f1 , 

4'^ — y)'wC=+ /»y(5/)— 3y)Sin.fCos.? ; 

\2{p—qffT)-=--^p<l{ io;>*+io;>9-+-4y')Sin.f 

— ■^y( a6/>*+38py-h59')Siù.fCos.'? ; 
48(/>— y)* »£=?: -^y( 1 45/»'+39 '/»'f H"" ï o i/'y'H-9y')Sin.f Cos. f 

et ainsi des autres. " ' 
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i6i. La révolution syddralû de Jupiter, exprimée en jours, 
est 4332,596308 ; telle est donc la yaleur numérique de p. Quant 
à celles de se» salelUtes , on trouve 

Pour le premier . . , . 1,7691378 , 
Pour le second .... 3,55ii8io , 
Pour le troisième" . . . 7,1 545528 , 
Pour le quatrième . . . 16,6887697 . 

Le rapport p :q est donc » pour les quatre satellites, ainsi qu'il 

suit : 

. Ponr le premier . . . . p: ^=2449 '• i * 
Four le second . . . .^:^=i2ao: i , 
Four le troisième .'. . pn]~ 606:1 , 
Pour le quatrième . . . p-.^^ 260 : i » 

La fraction — est donc très-petite pour tous les quatre satellites, 
et sur-tout pour le» deux premiers dont les mouvemens se rap- 
prochent le plus du mouvement uniforme el circulaire , dont les 
inégalités sont les moins sensibles , et dont les syzygies, très-fré- 
qbentes , ont le plus d'intérêt pour nous. En se bornant à la pre- 
mière puissance de cette fraction , on aura f = ~ — ZHL- et ensuite 

e 

2*^ — + 9(nw— •) ^ 
2«B^^2^Sio.9 , 
4«^=+59Sin.^Cos.^ , 
ii^wD^-\- ySin.#(io— 26Cos.'f) , 
48*'^=— ySin.fCos.f(t4.â.— 206C0S-V) i. 
et aînsB de& autres» 
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i6a, La série qjie l'on vient de tro,uver comprend donc ce qu'on 
• appelé la première inégalité des éclipses. Pour en faire l'appli- 
lotion , commençons par démontrer quelques formules générales qui 
concernent ces éclipses ; en nous occupnnt de la longitude seule, 
et en supposant ainsi l'orbite du satellite dans le plan même dé 
celle de la planète principale. De plus , nous continuerons de- re- 
garder celle du satellite comme circulaire.' 

i63. Soient donc S ( fig. a ) le centre et SA=SB le rayon du 
soleil , dont la circonférence est ainsi représ'entéc dans la figure. 
Hcprésentons l'orbite de la terre par le cercle décrit du centre S 
avec le rayon ST. Soient 1 le centre et ID:=10 le rayon de Jupiter, 
D et D-* deux points opposés de sa surface. Du centre 1 .avec le 
rayon IL décrirons une circonférence de cercle , que nous prendrons 
pour l'orbite de quelqu'un de ses satellites. Menant de part et 
d'autre les deux tangentes BD , BD' aux circonférences du soleil 
et de Jupiter , on aura en G le sommet du cône ténébreux que 
cette planète laisse derrière elle. L«^ satellite , en parcourant i'arc 
GG' de son orbite , aura son immerbion dans l'un de ces deux 
points et son émcrsion dans l'autre. Pour que l'une et l'autre 
puissent être' apperçues de la terre , il faut que la tangente GO, 
menée .du point G au bord opposé de la circonférence de Jupiter, 
traverse , après avoir été prolongée , l'orbite de la terre , dans les 
deux points H et K. Tant que ces intersections seront possibles , 
la durée entière de l'éclipsé pourra £trc 'observée ; i6ais il faudra 
se borner à observer l'une de ses deux phases , lorsque la tangente 
GFD prolongée passera entièrement à cdté de l'orbile de la terre. 
Besie donc & trouver l'expression littérale des deuii angles ISH et ISK 

164. Les quantités données du problème .sont au bombre de 
cinq , savoir : 

â = SA = SB y rayon du soleil , 

i=lD=ID' , rayon de Jupiter , 

c=fST=SH=:SS., distance moyenne des centre* du soleil et de 
la terre , 
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Â = IS , distance moyenne de Jupiter au soleil , 
</=ILï=lG = IG', dislance du centre de Jupiter ^ &n satellite. 
l65. Pour dresser la table des valeurs numériques de ces quan- 
tités , j'ai employé les dimensions et distances rapportées sous le« 
n.°* 57 , io6 et 1 10 du troisième volume de \ Astronomie physique de 
Biot. Comme le rayon du soleil est égal à locj , 98 fuis celui de 
la terre, j'ai divise tous les nombres par 109, 98; au moyen de 
quoi le rayon du soleil devient l'unité commune de tous les nombres 
de la table. J'ai désigné par </ , â' ^ d" ^ d'" les distances da centre 
de Jupiter à celui de ses premier, second, troisième et quatrième 
satellites, respectivement, et j'ai obtenu ce qui suit : 



1,00000 , 


d =0,61 13« , 


o,io5i7 , 


d' —0,97370 , 


9,19403 , 


rf" = i,55i54 , 



xG6. lia première cbosc qui se présente , c'est la longueur d« 
edne ténébreux de Jupiter, ainsi que son angle au sommet. Oa 
aura , par les fwmules connues , 

CI= -^ , CS= -± , SlnDCI= — ; 

ce qui fait donc la distance moyenne de Jupiter au soleil y=i34,oJg , 
et l'angle C , que l'on pourra fort bien obtenir , avec son sinni 
et sa tangente, sera ■=■3/.^%". 

167. Pour passer de là ii la position du point F, soitFI=r; 
.donc FL=J— y et DFs/JÏZj;. On aura CL= -^ — ^ <m 
-_ ihJebd—aê. . , ""* 

— ^^ô — ' ^"^"''" 9"® > pour abroger , nous désigneron» 

par/. De CL=/, nous tirerons GL=/Tang.C , en continuant de 
désigner par C l'angle DCI. On aura ensuite la proportion FD:DIs= 
FL:GL ou» en élevant au qnarré y»— i»;3'c:(i/_j)»;y>Tang.»C. 
Développant cotte équation , oa trouve 

FI 
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FI ou ^ y -é'rf-^/Tang.CVJwi,4y.Ta„g..C 
et par conaëquent 

FL ou ^-r — ^'-^''"g-'*^~^-^'"S-^V'^'-*HV''''^"fi-'<^ 
■^ /«ïang.'C— i" 

a—i 
C^ a eu Sin.C= -— , ce qui donne 



Cos-C: 



. ^/f — a'-i-aab — i' 



et par cousëque^^t 



or t comme 



TaDg.C=: 



VA'— C«— *)' 



a — i=: 0,894^3 , 

on TOÏt que le qaarrë de a — £ disparait complètement derant celui 

de A , ce qui donne Tang.C=*'— [et / Tang.C=i— ^^^^. Par 

cette même raison , la racine de J*— J'-|^Tang.*G M réduira k à. 
On aura aînst 

_ J/r».6.c ,p__M_ 

/Timg.C+i ' ' /rans.C+* ' 
On trouTCra ensuite 

S,..F =_ -, 



QS= 



aéA— (a— t)rf ' 



?w». r. 



, Google 



a8a PROBLÈMES D'ASTRONOMIE. 

donc 

Co,.QSH=î±t^, 
oa 

Cos,QSH=i+-^Sin.F. 
On aura enfla 

ADg.TSH=9o°=(F+QSH) , Ang.TSK=9o«— (F— QSH) ; 
et la position des points H et K de l'orbite terrestre sera rigou- 
reusement déterminée. 

168. En appli({uant le calcul numérique à ces formules ; en 
employant de plus les notations F, F', F" , F'" , pour désigner 
les points F et les angles SFQ qui répondent aus premier , 
deuxième , troisième et quatrième satellites, respectivement , oa trouve 

Log.Sin.F =9.5356337, Ang F =20.» 4' 34", 
Log.SinF' =9. 3333680, Ang.F' =12.° 37' 26", 
Log.Sin.F" =9. 1296533, Ang.F"= 7.» 44' 47", 
Log.Sin.F"'=B. 8824661, Ang.F"'= i.' 32' 3o". 
On trouve ensuite les distances IF , ainsi qu'il suit : 

Log.IF =9 . 4862672 , Dist.IF =o,3o63«5, 
Log.lF' =9.6880319. DisLlF' =0,487564, 
Log.IF" =9 . 8922466 , Dist.lF" =0,780273, 
Log.IF"'=o . 1 394338 , Dist.IF"'= 1, 37 8585. ' 

169. Passant de là au calcul des angles QSH , on trouve , 

Pour le I.*' satellite... Cos.QSH= 1,786422 , 

2.°" . Cos.QSH= 1,1 22764 , 

3."' Cos.QSH=o,7oi7543 , 

4°" ..Cos.QSH=o,3973979. 
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Le* Taleurs iiuin(<nques des deux premiers cosinus, plus grandes 
que l'anilfi , font voir que la dur^e des éclipses du premier satel- 
lite ne pourra jamais être observée , et qu'on ne pourra pas ob- 
server non plus celle des ëcl'pses du second , dans les moyennes 
distances de la terre et de Jupiter au soleil ^ mais cette observation 
sera possible dans les deux autres. 
On trouve 

Pour le troisième , Ang.QSH=345»a5'56/^ , 
Pour le quatrième , Ang.QSH=66'35' IJ' ; 
d'ojk il résulte 

J Ans.TSH= aSMs'î?" , 
Pour le troistime , { 

( Ang.TSK=i27"4i'i9'', 

( Ang.TSH= 19- 3'26'\ 
Four le quatrième , \ 

{ Ang.TSKrsiSaOïa'S^". 



OPTIQUE. 

JDe la nmllipUcîté des images d'un même objet » 
considéré à travers une glace posée obliquement , ou 
réfléchi par un miroir plan , non métallique ; 

Vvx M. Gbrgormb. 



V^UCUN peut remarquer que si , de ouït , dans ane cliambr* 
éclairée par une seule lumière , on interpose , entre l'ceil et cette 
lumUte , dans lue dliectiott très-oblique , «n merceau de glace on 
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de verre , d'ane certaine épaisseur , on aperçoit , 3k travers cette 
glace t une multitude d'images de la lumière , dont l'intensité 
décroit continuellement , jusqu'à ce qu'enfin elles cessent d'être 
aperçues. La même chose a à peu près lieu si , une lumière étant 
placée près d'un miroir non métallique , on veut en regarder obli- 
quement l'image , de manière que le miroir se trouve interposé 
entre l'œil et cette image de la même manière que la glace ou le 
verre du premier cas. 11 arrive seulement ici que, outre les images 
décroissant continuellement d'intensité , l'image la plus vive est pré- 
cédée d'une autre dont l'intensité est beaucoup -moindre. A la 
rigueur , les mômes choses devraient avoir lieu de jour , et pour 
tout autre objet qu'une lumière ; mais alors les images sont trop 
peu sensibles pour pouvoir être facilement observées. 

Ces phénomènes doivent avoir été remarqués depuis long' 
temps. Lacaille, dans son Opiiçue {IL' pariiez chap. VU, n.'^z-]), 
fait mcme mention du second ; mais la raison qu'il en donne, n'est 
propre qu'à prouver combien de son temps , malgré l'exemple donné 
])ar r^ewton , la philosophie naturelle était encore imparfaite. 
Il n'en est pas de même de M. Haiîy qui , .dans le deuxième 
volume de son Traité élémentaire de physique {page 819 de ia 
première édition , et page 3io de la seconde), en a donné la 
seule explication véritable , la seule conforme aux principes de l'op- 
tique. Quant au premier phénomène , si l'on en excepte M. Biot 
qui en dit un mot en passant , au commencement de son Mémoire 
sur les réfractions extraordinaires , il n'est pas à ma connaissance 
que quelque auteur en ait fait mention. 

II ne pouvait entrer dans le plan de l'ouvrage de M. Ilaiîy de 
soumettre son explication au calcul , qui seul peut faire connaître, 
avec détail et précision , les diverses circonstances que le phénomène 
est susceptible d'offrir. Ce savant ne disant rien d'ailleurs de l'autre 
phénomène qui a avec celui-là la liaison la plus étroite , j'ai tenté 
de compléter la théorie qui les concerne l'un et l'autre. Les ré- 
sultats auxquels je suis parvenu ne sont probablement pas connus, 
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et me paraissent assez remarquables pour mërîter de l'être. Je 
m'occuperai d'abord uniquement du dernier des deux phénomènes; 
je ferai voir ensuite comment on peut ramener au premier les calcula 
qui lui sont relatifs. 

Soient MM.M.M, M„ et NIV.N, N„ ( fig. 3 ) les 

surfaces antérieure et postérieure d'un miroir plan , non mëlallîque, 
d'une épaisseur constante. Soit L une lumière ; aoît LMN la per- 
pendiculaire abaissée du point L sur le plan de la glace , en sorte 
que MN en soit l'épaisseur. Soit LM^ l'un des rayons incidens , 
rencontrant la surface antérieure du miroir au point Mq ; une 
faible portion de ce rayon, sera réfléchi en ce point , comme elle 
le serait par un miroir métallique ,. en sorte que l'angle de' ré- 
flexion sera égal à l'angle d'incidence. Le surplus du même rayon 
sera réfracté suivant M^N, , de manière que le rapport du sinu^ 
d'incidence au sinus de réfraction ne dépendra aucunement de la 
direction du rayon primitif. Parvenu à l'étamage en N^ , et abs- 
traction faite des petites dispersion et absorption qui pourront avoir 
lieu, ce rayon.se réfléchira , suivant !N,M, , «n faisant un angle 
de réflexion égal à l'angle d'incidence. Parvenu en M, , il se par- 
tagera de nouveau en deux parties , dont la plus considérable sera 
réfractée suivant M,R, parallèle ^ M^Ro , tandis que l'autre, plus 
faible, sera réfléchie suivant M,N, , parallèle à M^N,.^ Il arrivera 
en N, la môme chose qu'en N, , en M, la même chose- qu'en 
Ml , et ainsi de suite indéfiniment , du moins tant que les absorpr 
tions , dispersions , réfractions et réflexions successives n'auront pas 
consommé toute la lumière du rayoïi primitif LMgi Ce- seul r^yoa 
donnera donc naissance aune suUe indéfinie d'autres rayons MgRa, 

M,R, y M,R, , A^n^B ) tous parallèles entre eu;c , décroissant , 

continuellement d'intensité, i partir de &I,E, , et faisant, avec le 
plan du miroir , le même angle que fait avec ce plan le rayon 
incident LM, , ma^5 en sens inverse. 

Si présentement on fait varier la direction du rayon incident 
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LMa, chacune des directions qu'il pourra prendre donnera lieu à 
un système de rayons réfiéchis, tels que MoRo,M|R,,MiR,,...MaK., 
parallèles entre eux ^ dans chaque système , maïs se croisant d'un 
système i l'autre ; en sorte qu'en quelque endreit que foeîl soit 
placé , devant la glace , il recevra , ï la fois , le premier rayon 
d'un système , le deuxième d'un autre système , le troisième d'ua 
suivant , et ainst du reste ; d'où il résulte que le spectateur recevra, 
en eifet, plusieurs images distinctes de la lumière L. 

Le seul moyen propre à nous bien éclairer sur la situation de 
ces images , par rapport au spectateur , c'est d'assigner la nature 
des Caustiques auxquelles lés rayons réfléchis de chaque ordre donnent 
naissance , par leurs intersections continuelles* 

Si, par l'œil du spectateur et par la lumière, on imagine un 
plan perpendiculaire & la glace , il n'y aura que les seuls rayons 
incidens qui s'y trouveront compris qui pourront parvenir à ce 
spectateur ; on pourra donc supposer que tout se passe dans ce 
plan , et réduire ainsi le problème à un simple problème de géo- 
métrie plane. 

Supposons que le plan dont il s'agit soit celui de la Bgure ; 
soit prolongée LM au de-IJk de M d'une quantité MIa=ML ; on 
sait que ce point sera le lieu de l'image produite par la réflexion 
\ la soiface antérieure ; c'est-à-dire , de la seule image qu'on aper- 
cevrait si ceye surface était celle d'un miroir métallique. Soit pris 
ce point I, pour origine des coordonnées rectangulaires; les jr po- 
sitives étant dirigées suivant le prolongement de MT, du côté 
opposé an miroir , et les y positives du câté où nous supposons 
les rayons incidens. 

Soient faits la distance de la lumière % la surface antérienre du 
■liroir LM=:i( , l'épusseur de ce miroir MN=e , l'angle d'incidence ^ 
égal à MLM, = '; et soit enfin ^:A le rapport constant du sioiu 
^'incidence, dans l'air, au sinus de lé/ractioa, dans la glaee. 

Sfiiest posés , pool abréger ,, 
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iLes sinus d'incideoce et de réfraction seront respectireroent 



d'où il sait que la tangente de rëfraclion sera 
^ A 

Ot, les triangles M,N,M, , M.N.M, , M,N,M, ,...M„.,N„M, sont 
tous isocèles et égaux ; ils ont leur hauteur commune =MN=f, 
et leur angle au sommet doit être double de l'angle de réfrac- 
tion ; d'où il résulte qu'on doit avoir 

M.M,=M.M.=M.M,=....=M„_,M,= -7==^ I 
et » par conséquent , 

D'apr&s cela l'équation da rayon réfléchi M^^ Mlft 

ou , en réduisant et chassant les dénominateurs , 

(y+A3;)^'p+pÂ*=3neJ ; ' (ï) 

équation indépendante de A ; d'où il résulte que les âimensioni 
des caustiques que nous obtiendrons devront l'être aussi. 

Pour obtenir l'équation générale de ces caustiques , il faut , comme 
Ton sait, éliminer A entre ' l'équation (I) iet sa dérivée, prise par 
rapport à cette lettre C^). Cette dérivée est, tontes réductions faites, 

<^ Vo)^» k pa|^ 3&I du i,^* voinme de o« wohSv - 
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Pour éliminer facilement A entre les équations (I) et (II) , con- 
•idérons-y ;» et y comme deux inconnues ; nous en tirerons ainsi 
_ f' _ ^ / P Y 

et par conséquent 



^nations d'oJk on tire, «n prenant la somme de leurs quarr^ 

(£)'+(£y=-' ' '•"> 

et telle est l'éciuation générale des caustiques cliercliées. 

Mais , en rapportant une ellipse i ses (^amètres principaux 20 ; 
ii , l'équation de sa développée est 



(*) On «oit ^ «Il effet ,. q^oe L'^uation gënirtde de loutei Us normale* i 
FeDipae est ' * 

■ *'x'(y^yO="yc*— *0 î Cl) 

ba conitantes arlûtnifes ^, ^ ëtant li^e» ptf b relation 

Or> 1» Jfe e lo p pfa Jane «1lip«e n'étant mtre etioM que I» courbe àt IsqueDé- 
1 sont tairai» ^ U l'eoHÙt ( tom. lU i pag. 36< J <gia , pww 
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donc B09 caaatîtjnes sont les d^eloppées cl'ane snite d'eltipse« 

semblables > doot les axes se confondent avA ceux des x et des y 
et doDt les demi-axes , donnés par lés équàlioDas 

tffoit l'ëqualSon de celle diveloppie , il fsut d'alwrit dififrencïer le* deux égatr 
tÙKU ci-desfut , par rapport à x' et jr* , ce tpâ donoen 

f OÙ oa co|wlani » |ar V&mMiKm ^ -^i 

et a M «cra iJm ^uection qae Si&nimt xf, y entre le» trois ^[îm» {iJ , 

Or , « l'on conudire x e\ y comme înconnues , dan* les^ ^uatîont C')» (3j>. 
«a en tiseni, en ajaat ^>rd A D^uatloa Çt) , 



«I» prenàftï la wnime Je «e> *putioii» , et ajant loujbm^ ^anî i rëqoatibn (a) ^ 
•n ebliendfft l'éqaatioa- ind iy j t Ata/t le («Me. - . 

Ce limitât conduit A «npçonner que aourent dea caiwtjquea dont la» 4qualiona 
aant ttèa-comph'qu^ea poorralenrbîerr être flea dliTetepp^et d'iutra» courbes dont le* 
^futioni tefuent >BGOiD(«ndblenttnt ^na «mleai ' 
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jftj> MUX.TIPL1CIT£ 

, ;, , .^ ■^ _ ^ ; ■ ■ * g. ■ ', 

ont ooDtJqTitmmfinf pour -eK^cssion-' - - - -- -- 

miaatit^ proportionnelles à n et f , et dont le rapport ne dépend 
que de /} et y ; l'expression- gëntirale de l'excenlricité'de.ces ellipse» 



guanlité qui , au contraire , est indépendante de p et q. 

De ces divers résultats dérivent immédiatement plusieurs constf- 
quences . dont les plus remarquables sont les suivantes : i." de 
quelque manière que raine la '.dt^clioii; du' rayon incident, les 
rayons réfléchis d'un mime ordre sont constamment normaux 1 
^bemflmie ellipse'^'et'conséquémmenttangfinB^^àdéirelo^péet a." celte 
ellipse a son grand axe sur la perpendiculaire menée par la lumière 
' au plan du miroir ; 3.* la situation de ^Ti centre dépend de celle 
de la lumière ; mais ses dimensions en sont indépendantes -, ^^ le 
rapport entre ses deux axes ne dépend abs$)lument que du pouvoir 
réfringent de la glace f'^f . ^'^centricrté-csianiquement propor- 
tionnelle À l'épaisseur de cette glace ; 5.^ Enfin , les ellipses aux- 
quelles sont normaux les rayons réfléchis de dîflTérens ordres sont 
semblables et concentriques ; et leurs dimensions croissent suivant 
une progression arithmctîqve qui a pour raison les dimensions de 
la plus petite d'entr'etles. (*) 



, <*} ITna fois parvenu , par l'analite , Â ces diren réniluts » rieii ne m'edt 
¥A plu facile ^ de les e^ftpser et i^aannt ici w <ks - capsitUcatioiu. ;«- 
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'Rien n'est ptùs' facile i iî'apr&s ce qui pi-e'pMc ; que â'aMigner,^ 
avec une apprbxîiAatîoh* suffisante , le lîei^ des diverses images,' 
lorsque l'on connaît, à la fois, l'épaisseur et 'le pouvoir "réfringent 
da miroir {*) , la situation de la lumière et celfe de l'çeil. Poi^r 
abréger le travail, on comn^encera par déterminer lé centre commun ^ 
Ip de toutes lesellipses i puis les. foyers et :Ie grand axe de l^i ^ 
plus grande de celles que' l'on aura le 'dessein de tracer. Oo en 
déterminera un grand nombre de points , en se servant de la propriété 
des foyers. Divisant ensuite par dçs. droites, en deux parties égales , 
les angles que forment le* rayons vecteurs de ces difTérens points,, 
les intersections consécutives de ces droites formeront sensiblement 
la développée. Heqaqt- ilocS' par le centre , davs toutes les diccctSbiM ,'' 
un grand nombre de droites aux points de l'ellipse et de s» déve-*! 
loppée , et divisant chacune d'elles en autant da parties égales qu'il 
y a d'unités dans le nombre qui exprime le rang de' l'ellipse et 
de la développée déjl tracées ;< on obtiendra ainsi les points homo- 
logues des ellipses et développées des ordres inférieurs ; on pourra 
donc tracer à peu pris toutes ce» Courbes . ainsi qu'on le voit 
dans la figure , où l'on en : a supprimé la partie dont on n'àvatt ' 
pas besoin. Si alors O est le lieu de rœil%~~U ne setaptus question ' 
que de mener par ce point > suivant une direction normale aux 
ellipses ou tangente à. leurs développée» ,'\Us>''droites OI^ , 01, » 

Olf , ; et leurs pgînts de'conlact I^ , I,, I, ...... avec ces 

développées seront , avec le point I, , les lieux des diverses images'^ 
lesquelles seront concëquempaent situées, avec Foeàl O et la lumièrfc 



vement géométrique*; maW, outre^ qu'U est permis de douter qu'il en fdt résulté 
qi^iqgfr a.vaniage, (ou» le nppott àe la cUrl^ et de Ià'btSèi>ebé , il me semble 
qu'il y a une sorte de miorsise foi i, stuvre, d»n».r.exp4s!|ion' des viikit auxquelle» 
on est parrenu , des procéda diS^rens de Criw qu^ pous les oQt fsit découvrir, 

'Ci Daiu le» cas ordinaires * oa -aura ,£:^i:3: a «, ce qui donne 'ras^ y. 
fS=7^H={ cnTiron. 
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«gi MULTIPLICITÉ 

Li , dans HD mSme plan perpendiculaire an tablcan. L%mge I. ttn 
peu sensible; l'image I, sera I« plus apparente, et les snivantes 

X,, I, , I4 , dëcroitront progressivement d'intensité , jusqu'à 

ce qu'enfin elles deviennent tout à fait insensibles. 

On peut désirer de connaître la courbe sur laquelle se tronvent 
toutes ces images, pour une situation dono^ de l'œil O du spec- 
tateur i voici à quoi se réduit cette recherche* L'équation (3) 
dôme, en diffëreudant ) 






^oh. ïl suit que l'équation de la tangente par on point 1,, ^ dont 
les coordonnées sont Jt' , y' f est 

ci l'on veut que cette tangente passe par le point O, en désignant 
par », fi les deux coordonnées de ce point, l'^uatîon de la tan- 
gente deviendra t en supprimant les accents 

«u 



on enfin 



« et y éunt les eeordoonées du point de contact. Il faudrait donc; 
pour obtenir l'équation de la courbe cherchée , éliminer n de celle-ci , 
an moyen de l'équation (ÏII) ; mais , puisque n n'y entre pas , il 
jaot «n conclure qu'elle est elle-même féquation de cette courbe. 
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6E5 IMA&ES; a^y 

Aîosî » It niture at la sUiution de la courI>e sur laquelle les 
diverses images s* trouTent sitaées est tout à fût ind^eadante de. 
l'épaisseur de U glace ; tellemeat que » si cette épaisseur pouvait 
Tarier , pendant la dunde de l'obseiration , les images ne feraient 
•implement que ae resserrer on s'écarter les unes des autres, sans 
quitter la courbe dont it s'agit. C'est ce qai arriverait , par exemple, 
si l'on mettait en expérience un miroir métallique horizontal , garni 
d'un rebord , et recouvert d'une couche d'eau qui augmenterait oa 
diminuerait peu i peu d'épaisseur , «oit au moyen d'un conduit qui 
en apporterait de la nouvelle , soit au moyen d'une ouverture qui 
la laisserait au contraire échapper. 

U est clair que , toutes choses égales d'aillears , plus la glace 
est épaisse et plus ausssl la distance entre les images doit être, 
grande. On sent aussi que , pour une épaisseur donnée de la glace , ' 
et une situation donnée de la lumière , U y a une certaine situation - 
de l'œil , plus favorable que toute autre au parfait développement 
du phénomène. Enfin, le plus ou moins grand pouvoir réfringent 
de la gUce influe aussi sur la distance entre les images ; puisque . 
les ellipses seront plus ou moins excentriques i & proportion que 
Ce pouvoir sera moindre ou plus grand. 

Dans tout ce qui précède , j'ai constamment supposé que les 
Surfaces antérieure et postérieure du miroir étaient rigoureusement 
planes et parallèles. Dans un tel état de choses , il est évident que 
si cette glace glisse on tourne > sans sortir de son plan » il n'en, 
devra abM>lument résulter aucun changement dans l'aspect du phé- 
nomèue. Biais il s'en faut bien que les choses se passent ainsi, 
daos la réalité , et cela prouve qu'il est bien peu de miroirs qui 
satisfassent à cette double condition. J'ai mènie lieu de présumer 
que la moindre courbure ou le moindre ' défaut de parallélisme 
dans les deux surfaces du miroir exerce une influence notable sur 
l'aspect du phénomène; c'est ce dont au reste on pourrait s'assurer, 
en traitant la question sous un point de vue un peu plus général 
que celui sous lequel -je l'ai envisagée. - , .^],- 
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agi MULTIPLICITÉ DÈS IMAGES. 

Tout ^tant d'iillears dans la figure 4 comme dans là figure à; 
suppoioDs présentement que la glace ne soU point ëtamëe; tout 
as passera comme dans le premier cas ; avec cette diiTérence qu'une 
partie de la lumière parvenue en N, » "H^, N, ...... .N„, sortira 

de la glace du cdté opposé à la lumière , suivant des directions 

N,Q,, N.Q. , K,Q, , N„Q„, parallèles à LM^. Ainsi , un 

spectateur placé du même câté de la gtace que la lumière pourra 
observer des efTels tout pareils à ceux qui viennent d'être décrits ; ' 
si ce n'est pourtant qu'à raison des pertes de lumière qui ont lieu 

en Ff , , N, , N, , r7„ , le phénomène sera beaucoup moins 

sensible ; mais , il le sera davantage pour le spectateur placé du 
côté opposé , lequel devra être afiecté d'un nombre indéfini d^images 
de la lumière. 

Soit pris ici le point l. pour origine , en donnant d'ailleurs le» 
mâmes directitms aux axes,* nous aurons, comme ci-dessus, 

M.M»=M,M.=...=M„_,M,=3Nirîx=N,Nj=-.=N^,N.=^^^j 

nous aurons d'ailleurs 

■ WTf.«iNW.+N.N.^MM,+iM.M.4-N,N,^^+ ''— !^ i 
r^oation du rayon N„Q^ sera donc 
. - fan— i)e^ 

•u, ea réduisant et chassant le dénominateur , 

équAtîon qui devlendr» l'équation (l) , en y changeant simplement 
^•mx ta. X tx 2n>ri en a». 
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QUESTfONS RESOLUES. «gS 

Il Mt aisé de conclure de U que tout ae pusen exKfemeiit ItÀ 
«nnme dans le premier cas, avec cette différence i.* qu'en ^ranint 
aur LM une partis LL^=MN=;, le point 1/ tara le centre oom- 
man de toutes les ellipses et déreloppëes; a.* que ce centre commun- 
ly ite ser* le lieu d'aucuqe image ; 3.' qu'enfin la première ellipse 
n'aura ses dlmenaions que moitié de celles de la première ellipse 
du cas précédent ; et que les dimension^ de toutes les antres for- 
meront une progression arithmëtique croissante , ayant pour raisan 
le double de dimensions de cette première ellipse. 

Je terminerai par obserrer que , dans l'un et dans l'autre cas , 
si .le pouvoir réfringent de la glace était moindre que celui de l'atr; 
c'est-à-dire, si A était pltls grand que g, f dertendrah imaginaire , 
et les ellipses se changeraient en hyperbole. 



QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solution du premier des deux problèmes de géométrie 
proposés à la page qi de ce volume ; 

Par M. J. B. Dvraande (*)• 



Problème. Deux points itent donnés âe position par rapport 
à une droite inà^nie \ on proposé . de décrire trois cercles , de 
manière que deux dentr'eus se touchent > touchent la droite donnée^ 
et touchent respectivement le troisième aux deux points donnés ? 



O M. Damutde eit on géomètre de 17 ans ^ qui a appris le* nurthrfm allyw* 
*ant autre tecoun^ celui d«s line«. ' ,/. D, G* ■ 
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A96 QUESTIONS 

Soht/ion. Lm ievx points donnés peuvent être utués d'nn même 
c&té de la droite donnée , ou bien ils peUTeat fttre situés de dîfférens 
c6tës de cette droite, ce qui fait deux cas que poos allons cou-: 
sidérer succewiTeroent. 

Premier eas. Soient KHG ( fig. 5 » 6 , 7 ) la droite indéGoi* 
donnée , et A , B les deux points dcmnés d'un roéme côté de cette 
droite. IL s'agit de dëcrin trois cercles tels que deux d'entre eux 
se touchent /touchent la doite donnée et touchent le troisième 
l'uv en À et l'autre en & 

Concerons que le probtime soit résolu. Swtnt ÂFGPM , BFHQN 
deux cercles se touchant en F, touchant respecLireoMnt la droite 
donnée en G et H , et touchant ifn trobiime cercle le premier en 
A et le second en B ; soient O , £ , C les centres respectifs de 
ces trois cercles. 

Soient menées une droite MABN par tes deux points donnés 
et une autre PDF£Q par les centres des deux premiers cercles ; 
il est connu (*) que ces daux droites concourront en un même ' 
point K de la droite domiée \ et . puisque^ A et B sont donnés ^ 
le pinnt k le sera aussi. 

Par la propriété des sécantes et par une autre propriété connue,, 
•n aura les trois proportions 

KA:KF::KP:KM, 

i 

XM;KQ::KFtKB , 

KQ:KN::KMrKP (•*) -, 

Asqodtes OB eouJora , par multiplieation et rédnci^ïir. 






%^ 
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- RE;SOLUES. ■ . 3c)7 

]U:KF::KF:KB ; 

KF- est donc moyenne proportionnetle entre les longueurs données 
ICA'et'KB; cette lon^eur KF est donc donnée, et par consëquent 
ai l'on imagme-da point K comme centre , et arec la longueur' 
KF pour rayon un arc HFS , cet arc sera aussi donn^ ; let , coinine 
il touchera à la fois en F les deux cercles dont les centres sont 
D et £ > le problème sera réduit k décrire deux cercles touchant 
^ la fois la droite donnée et l'arc RFS , et passant de plus le 
premier par A ei le second parB {•). Ces deiix cercles étant décrits, 
le concours des prolongcmcns des rayons DA et' £B déterminera 
le centre C du troisième. 

Cette construction serait en défaut , si la droite qui joint les deux 
points donnés était parallèle k la 'droite donne'e ^ mais alors la per- 
pendiculaire sur le milieu de cette droite serait une tangente coiprtiiteâ 
aux deux premiers cerbles ; dé manière que lé problème serait 
réduit ^ celui-ci : décrire un cercle qni , touchant les deux cotes 
d'un angle droit, passe en outre par un point donné (•*). 

Si l'on exigeait que les deux cercles qui doivent toucher la droite 
donnée fussent intérieurs l'un à l'autre , ils ne pourraient toucher 
cette droite qu'au même point. Alors A et B étant toujours les 
deux points donné» ( fig. 8 ) , et F étant le point où les cercles 
dont les centres sont D et £ , touchent la droite donnée. Il est 
connu 4]u« le cercle qui touche le câté C£ du triangle des centres. 
et les prolongemens des deux autres DE et DC , passe par les trois 
points de contact A» B , F ; AB,.e^t donc.pne corde de ee cercle; 



(*) Yojet t pour ces problèmes , lei page* 3So , 353 et 354 ^u ^V volma* 
de ce recueil. 

J. D, G. 

X»m. r. 39 
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398 QUESTIONS RÉSOLUES. 

et , comme il doit avoir son centre sur la droite donniîe ^ 
tangente commune à devx det - c«vcle< , ce centre O sera 
l'intersection de cette droite avec [a perpendiculaire sur le mi- 
lieu de A>3- Drivant 4'xx: ^ «^ pomt comoi* ct)nK« . et ïvef 
QA— OB pour, rqyon . u» «c ; cet are » par ton iatorqeElttq ares 
la drotto donnée , d^tecmlocra le pqînt comatiuB d« AaaiaptF | ^1^ 
alors le problème n'aura plus. 4? difficulté. 

Deuxième cas. L«5 poi|it« doan^ A et B «t4Bt <lq ^UE^rea» «4téS 
de la droite donnée OF ( 1>|Î- g» lo ) ,, les dmix cetcleji qui doîjfevt 
toucher cette droite la louphcront aussi de diilcrena calés \ et . oonj^m* 
iU doivent de plus se touqher , ils ne pourrotit la toucher ^u'au 
mèt^ie point F (jq! sera au&si leuc point commuo ;. oo se trouvera 
donc encore dans le dernier cas que nous. Tenons, d'e^taoùocr ; U 
ne s'agira donc encore ici que d'élever suc le millaM do A3 fne 
perpendiculaire coupant la droite dpnpée en O , et de d^rlcc; ensuit* 
du point O comme centre, et 9\ec OA^OB pour rayon,, ua ar« 
^ui dëtenninei;a~6ur la , droite dunnée le point de contact f. 

Ijorsque la droite mené^ p^r I^ {leux poiqti dpDn^. Oit- per- 
pendiculaire & la droite donnée , toutes ce^ cqastructûiiu sont 
superflues , . et le problème devient de la. premièrB facIUld 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problèmes de Géométrie. 

I. vjOMSTRUIHE quatre spbèrea de manière que trois d'entre elles 
se touchent deux k deux , touchent un même plan donne et 
touchent la quatrième en trois points donnés ? 

U. Construire quatre sphères de manière que deux d'entre elles 
se touchent en uo point donné , que les deux autres se touchent 
aussi en un point donne , touchent chacune de celles-lîi , et touchent 
i la fois les deux faces d'un angle dièdre donné ? 

Problème dAnalise. 
Assigner l'intégrale finie et complète de l'équation différentielle 

dans laquelle X est supposé une fonction quelconque de s dont 
la difFërentielle est X^Ax , et où « est la Base des logarithmes 

naturels ? 
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QUESTIONS RESOLUES. 



QUESTIONS RÉSOLUES. 

Sokitîon des deux problèmes de géométrie proposés à 
la page 52 de ce volume ; 

Far M. J. B. Durrande. 



AjEMME. Dans un quadrilatère , qui à deux angles droits 
opposés Vun à Vautre , un angle oblique et les deux côtés adjacens 
étant donnés , déterminer les deux autres, côtés , aimi que la 
diagonale qui joint les sommets des deux angles obliques ? 

Solution. Soient * l'angle oblique donné t g , /i les deux côlëi 
qui le comprennent , y et x les côté» respectÎTement opposés ^ et 
X là diagonale qui joint les sommets des angt«s obliques. 

g est la somme des projections de Â et ^ sur sa direclion ; e( 
A est pareillement la somme des projections de g et. x suv sa 
(Urection ; d'où il résulte qu'on doit avoir 

^=iACos.i4-ySin.tf , A=^Cos.H-*Sin.f ? 

e'iest-l-dTre , 









y= 


e-hCc,.f 

Sin.f ' 


J-VlCo>J 


nais 


OD 


de 


plus 














*=V «■+»'= V*"+r" J 


^nc 


, en 


substituant 


». 






,- i'e- 


-a«JCo..H-»' 




JV.» 


r. 


n.'X. 


i."aml 


i8i5. 



4» 
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3o3 QUESTIONS 

PROBLÈME 2. Trois cercles , /racés sur un m^meplan \ étant 
tels q-ae chacun S eux touche les deux autres ; trouver , en fonction 
de leurs rayons , i." le rayon du cercle qui passe par leurs points 
de contact deux à deux ; 2.° le rayon du cercle qui passe par 
leurs centres F 

Solution. Soient A * B , C les centres H a y à y c les rayons 
respectifs des trois cercles dont ît s'agit. Le triangle ABC pourra 
être quelconque , puisqu'il se trouve dépendre de trois éti5inens ar- 
bitraires et indëpendanst 

Le cercle inscrit à ce triangle a , par la propriété des tangentes 
partant d'un même point , ses points de contact avec les côtés tellement 
Mtués que chaque sommet est également distant des points de contact 
avec les côtés qui concourent à ce sommet ; d'oil il suit que ces 
points sont aussi les points de contact des cercles denx Ji deux. 
Ainsi , le cercle qui passe par les points de contact des cercles 
donnés deux i deux n'est autre chose que le cercle inscrit au 
triangle' ABC. Quant au cercle qui contient leurs ceolres , c'est 
évidemment le cercle circonscrit au même triangle. 

I.a question proposée se trouve donc ramenée i déterminer, en 
fonction de a , h , c , les rayons des cercles inscrit et circonscrit 
au triangle ABC; soîeiit D, £ leurs centres respectifs, dy e leurs 
rayons. 

Far les formule* connues, on a 



3AC . BC 
mais , on a d'ailleurs 

ÂB=i3-f>^ , BC=i-H: , ci—c-\-a 
donc , en substituant 

et de U 
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En remarquant que l'aire t du triangle est la moitié du produit 
de deux côtés par le sinus de l'angle compris , on aura 



Les perpendiculaires abaissées du centre D sur les cdlës cÂ» CBt 
et dont la longueur commune est d, formeront avec ces côtés un 
quadrilatère bi-rectang)e dont les deux autres côtés ont aussi une 
longueur commune c et comprennent entre eux l'angle C , connu 
par ce qui pr^ède ; on aura donc ( Lemme ) 



e'est-^-^ire , ea substituant. 






tel est donc le rayon du cercle qui contient les pointa de contact. 
Si l'on roulait avoir la distance DC , on Irouvcrait d'abord ' 

putSf en subsUtaant 

Les perpendiculaires abaissées du centre E sur les côtés CÂ et 
CBf forment avec cet côtés un antre quadrilatère bî - rectangle , 
dont un angle oblique est encore C et dont les deux côtés adjacent 
sont f {ç-\-a) et ^ {c-\-h). La diagonale qui joint les denx angles oblique» 
étant # , oo aura ( Lemme ) 



y Google 



3o4 QUESTIONS 



^w v/(^-H)--a(c-H')»-M)Cflj.c+(c-H)- . 
oa, eo substituant y 

et tel «st le rayon du cercle qui contient les centres. 

Si l'on représente de plus par « la perpendiculaii'c abaissée du même 
point sur le côté bg i on aura 

c'est-à-dire , en substituant , 

PROBLÈME il. Quatre sphères étant teUement situées dans 
Tespace que chacune d'elles touche les trois autres ; oit propose de 
démontrer que leurs six points de contact , deux à deux , sont 
sur une même sphère ? On demande , en outre , de déterminer , 
en Jonction des rayons de ces quatre sphères , i." /e rayon de 
la sphère qui contient leurs points de contact deux à deux; 2.° le 
rayon de la sphère qui passe par leurs centres ? 

Solution. Soient A , B , C , D les centres et « , b , e , d , Ita 
rayons respectifs des quatre sphères données. Le tétraèdre ABCD 
ne pourra être quelconque, puisqu'il se trouve uniquement dépendre 
de quatre élémens arbitraires et indépendans , lesquels sont les 
rayons des quatre sphères données. On voit, en efiet , que, l'une 
quelconque de ses arêtes étant nécessaire ment la somme des rayons 
de deux de ces sphères , l'arête opposée doit être la somme des rayons 
■des deux autres ; de sorte qu'il y a entre les six arêtes 4e ce 
tétraèdre ces trois relations , que la somme de deox «rêtes opposées 
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quelcoaqaes est constinte et égale à la somme des rtyon»- des quatre 

sphères données. - > 

Concevons qu'on ait inscrit des cercles aux quatre faces de ce 
tétraèdre ; les points de contact de ces cercles avec les arêtes qui 
terminent respecUvenaent les faces auxquelles ils sont inscrits seront 
évidemment (^Prob!ème I) les points de contact des quatre sphères 
deux à deux ; d'où il résulte que les deux cercles tangens à une 
même arête la loucheront au même point ; ou , ce qui revient an 
même, que les - quatre cercles se toucheront deux à deux en six 
points y où ils auront les arêtes pour tangentes communes. 

Par les points de contact qui appartiennent aux trois arêtes d'un 
même angle trièdre quelconque, concevons trois plans respectivement 
perpendiculaires à ces arêtes ; .ces plans passant « deux à deux , 
par les centres des trois cercles inscrits correspondants se couperont 
suivant les axes de ces cercles , qui conséquemment concourront en. 
un même point ; et il est aïsë d'en conclure que les axes des 
quatre eerclei éoncourent, en ce ' points 

Le point de concours des quatre aptes-, est évidemment également 
distant de tous les points de la circonférence de chaqae . cercle , 
en particulier ; puis donc que ces cercles ont , deux à deux , un 
point qui leuc est commun , il faut en eonclure ^ue le point de 
concours des quatre axes est également distant de tous les points 
de toutes les circonférences , et conséquemment des six points de 
contact de nos cercles deâx~ k deux , lesquels s6 trouvent tous 
conséquemment sur une mém'e sphère , dont nos quatre cercles sont 
les intersections avec les faces du tétraèdre , et à laquelle toutes 
ses arêtes sont tangentes. Quant & la sphère qui contient les centrei 
des quatre sphères données, c'est évidemment la sphère circonscrite 
au tétraèdre ABCD. 

■ La question proposée se trouve donc ramenée \ déterminer , en 
fonction as a j h , c , d , \e rayon de la sphère qui touche à la 
fois les six arêtes du tétraèdre ABCD, et le rayon de la sphère cir- 
conscrite au mâme tétraèdre : problème qu'au sarplos-'on ne saunât «■ 
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f reposer pour un t^lraèdre quelconque. Soient E , F Us centres 

de CCS sphères tt e , f leurs rayons respectifs. 

En désignant simplement les ani^les dièdres par leurs arêtes; 
l'angle trièdre D donnera , par les formules connues , 



Si>i,CDAii».CDB 
Mais on a { ProU. I ) 



C„,CDA=i±?^ 



AVi.CDA; 



. i/.tJ(»+t+J) . 



j.+tf4.c)j-fc (o+^fr-w 



(S-K)fr-W) 






donc 

fr-KI)-jJM-t.4J(J-^t;-{JM-<«^^)''— "i!'''4-<H<)^-fc! . 

ou « en développant et réduisant , 



de U 
• sinSc= ('H-^</-fc:''(->4^-H-W)'-(°>-K'0(»e-fM)Ct'-HJ> 

Si l'on se rappelle que le volume T d'un tétraèdre est les deux 
tiers du produit des aires de deux de ses faces multiplié par le 
sinus de leur inclinaison et divisé par l'aréle qu'elles déterminent ; 
#t si l'on fait attention ( Froh. 2) que 

•a trooTCia facileioent 
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fonction symétrique de a, i, c, d, comme on pouyait bien s'y 
attendre. 

Si du point £ on abaisse des perpendiculaires sur les plans des, 
faces CAD , CBD, et qu'on joigne leurs pieds au point de conlact 
de DC avec la sphère dont E est le centre ;' on formera un qua- 
drilatère bi-rectangle , dans lequel deux côtes seront les rayons des 
cercles inscrits Ji ces mêmes faces ; rayons que nous représenterons 
respectivement par • et ^. L'angle compris sera égal à l'angte dièdre D^, 
-et la diagonale qui joindra son sommet au sommet opposé sera le 
rayon â de la sphère qui contient les points de contact ; on aura 
donc ( Lemme ) 



y/ m* 3-^foj.DC-f-i»' 



Mais , nous avons les valeurs de sinus et cosinus 1ÔC » et l'tm a 
de plus ( Prob. I ) * 



il viendra donc, en substituant 



ou encore 



±. ahc4 



e'est-k-dire , que le rayon de la sphère qui contient les six pointa 
de contact de quatra sphèref dont chacune touche le* "trois autres, 
est les deux tiers du quotient de la dÏTision du produit de» rajoof 
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des «juatr*. «pb^es -par le volume du tétraèdre qat a ses sommets 

k leurs ceiifres. ■ ' ... 

Du centre F soient abaissées des perpendiculaires sur les plans 
des deux faces CAD, CBD ; ces perpendiculaires' et les droites <]ui 
joindront leurs pieds au milieu de l'arête CD formeront ua qua- 
drilatère bi-rectangle , dans lequel un angle sera encore ëgal h l'angle 
dièdre OU ; ses deux côtés comprcnaot cet angle seront, les distanrt» 
de l'arête CD aux centres des cercles circonscrits aux mêmes faces : 
distances que. nous désignerons respectivement par fi' el •' ; ainsi , 
en désignant par A la distance du point F h l'arèle CD , cette 
'distance sera la diagonale du quadrilatère ; on aura donc (^Lemme) 

mais , Sîn.C et Cos.C sont connus, et l'on a d'ailleurs {Prob,ty 

» ^. > i . ■ : ■ L. 
II viendra donc , en substituant ^ 

+AcrfCHH-rf){«H-(e-Hfl!«i-*rfl" '. . ■ )■ 

mais , en menant FD=/", cette droite est l'hypothénose d'un triangle 
rectangle , 'dpflt , A et \ic-\-d) MiU les côtés de l'angte droit ; d'où 
il suit qu'on doit avoir 



«n se rappelant donc que 

ïl" 'nebâril ' ■ . ■— -■-■ ' '■ , . ^ 



y Google 



R É s O L Ù É & tSoQ 

ou en développant rëduïsant et di^com posant 

Telle est donc l'expreaslon du rayon de la sphère qui cootienllu 
centres des quatre sphères doonées. 



Solutions du problème tTarithmëti(jue proposé à la 
page 220 de ce volume. 



ÉNONCÉ. Çaels sont les nombres éont toutes les puissantes: 
ont , pour leurs n derniers chiffres à droite , respecttpemmt \ Us a-, 
derniers chiffres à droite de ces nombres eux-mêmes ? 

■ Première solution ;. 

Par M. Tédekat, correspondant de nnstifuC, recteur dé' 
l'académie de Nismes. 

I. Soient iV, iy^deux facteurs de s cfiUTres au moins ^ et 8once](!OR^, 
qu'on les ait partagés , l'un et l'autre en deux tranches dMt.U' 
dennère à droite ait » chiilres. Soient alots respectivemap* <»., .af'.-. 
ks tranches de gauche et £ , ^' les tranches de droite „ considérdps' 
lies nues et les autres comme diea. nombres isolés , on anra ainw 

Jim, y. 4i 
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. JV =,io"a -f i , 

d'où on conclura 

A cause diL Cactear lo" qui aff«ele la premi èfc partie de ce 
produit.» elle n'aura aucune influence sur ses n derniers ehîffîres & 
droite , lesquels ne dépendront ainsi que de i et B' ; c'est-à-dire que, 
pour que le produit de deux nombres ait à sa droite n chiJFres 
donnés , disposés daus un ordre donné , il est nécessaire et il suffit 
que la dernière tranche de n chiffres de la droite du multiplicande , 
multipliée par la dernière tranche de n chiffres de la droite du 
multiplicateur donne un produit quî ait ces tnSoies n chiffres 1 si 
droilr, disposés entre eux dans l'ordre assigné. 

11 suit évidemment de U i.** que, pour que t»ates les puissances 
d'un Dombre aient à leur droite les mêmes n derniers chiâres , 
il est nécessaire et II sufHr'que 'les n derniers chiffres de la droite 
de son quarré soient respectivement les mêmes que les n cbilb^ 
qui le terminent lui-même ; s.* que pour que les n derniers chifirea 
de la droite du quarré d'un nombre soient respectivement les mêmes 
que les n derniers chiffres de la droite de ce nombre , il est néces- 
saire et il suffit que le quatre de sa dernière tranche de n chifires 
à droite soit lui-même termine par oas mêmes chiffres. 

Voilà donc la question proposée réduite à celle-ci : Qt»/r sont 
le^.nfiut^res. de- n chiffres, ^i UrmioMt êus-mêmâs ievr ffftarri ï 
c'est sous ce point de vue que no^s allons l'envisager. 

IL II suit , de ce qui vient d'être dit que tout nombre de n 
«Mffre qui termine lui-même son quarré doit avoir pour sa dernière 
transe de ^'chlilTes à droite un nombre qui termine aussi lui-même 
6(hi quarré , p étant un nombre quelconque moindre que /r* 
^ Supposons' qoe , lé proUème ayant déjà été résola pour les nombres, 
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âe n^—i cltiiTru » ob TesUle b résondr» pont tes i)oTn¥res de »; 
cbiffres^les nombres oherchés ne pourront ttfe aalres qne les nombres 
déjà trouvés , augmentes d'ua chîjfre sur leur gaudie ; et il s'agîra- 
d^ssignèr ce chîfTne.. - - - 

. Soit a l'un des nonbfes tjui r^Went le pto'blîme pour le cas 
de itryi chiiFrea» et seit i la tranche de son qoarr^ q^i est i. 
gjUKU de..s«s A— 1 derniers, dufirea » tn sorte qu'on &t 

Soît ensoUfr A le cbiffre ,qu'il faut écrire à la. g?ucJie;dÉ ^ podr 
parvenir jt an nombre correspondant de n chiffres qui résolve le 
problème ; ce nombre sera ainsi 

dont le quatre sera. ■' " 

OUI f d'après la précédente valeur de a* , 

•t iî faudra que- ce^ quarré soir terminé par io*~'.'/ï+ff,." c ést-S^' 
dire, qu'il soit égal ir ce nopibreplus unmultiplequelconque-de io\ 
Mais comme , excepté- le cas oà- l'on, aurait n= i , lo»""*" est tou- 
jours tout au moins égal i itf" ; if s'eâsuît- qu'on peut n'avoic aucun 
égatdk la partie io*''~*'.A'- de ce quarré , laquelle t«R\b6rs4oa^MS:5' 
au delà du n.™" chiffre à gauche , et se. contenter de poser 

ce qui donne j. en- rédutsapt . tnan^osant et «lurtsiBt pat' i.d"~ '' ^ 
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ëquatioç j|aQ l'oo pourra simplifier , Aaà* chaque eu particulier , 
^ raison de l'indéteimïnatîon de «^ «n rtjelaot toutes les dixainea 
gui- se trouveront, dans za — i et t. 

Nous voilÀ donc en état de résoudre le problème, pour une 
valeur quelconque de n , si nous savons le résoudre pour la' va- 
leur de n immédiatement inférieure ji cèlle-U. Nous pourrons dooe- 
le résoudre, pour toutes, les valeurs den, si nous mt«ds lerésoudre- 
pour la seule valeur b=i. 

Or, pour trouver les solutions qui cmiviennent i ce cas particulier, 
il suffit de comparer tous les nombres d'un seul chiffre , y com* 
' pris D , k leurs' quarrés , ce qui donnera 

J=o .1,5,6. 

Ce cas ainsi résolu , rien ne sera plus facile que d* s'élever aux 
■uirans. 

Poor n=3 , on aura 

a=iO ,1,5,6, 
3=0 , o , a , 3 , 
M-ISS9 ,1,9,1} 
d'o& on CQDcInra 

*=o ; o > a , I ; 
1^=0 , o , a , 7 , 
Fottr REs3, on aura 

o^îoo , 01 , 25 , 76 , 
h= , o , 6 , 7 ," 
"-**= 9 * ' » 9 . " î 
d'oSi on ctnidara 
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*=o , o , 6 . 1 ; ■'! ■ ■ ^1 '-:il '-•« 

^=i>', o , 6 ,' 3 . 
, PoHr-j|3i^.,"oti" «irk': ■ ■'■' ■■ ' ■'■ 

a=ooo » f>oi , 6a5 , 37$'>' 

fl'o& on conclura . .-.,..;_. <;i) z. r. ■■■..-■' \i\--r.-'~- '■ - ^ ii i» 

dT =0 I O } O ) I ^ ^ 

Poiv-^=t5-, oo aan '■ i:' : :■■■''■ ■-' '■- -■■■;- ■■■■■'. •.] 

'«=oodo ,'_ boài'i ; b.625 , 9376 * ' , \ . 

is? , ©V . ;' O n "'ig ^» . ir»;- , -.ii- ■,■,:! , ;'» 

-; ■ aa-^iss Q ,■ '"'».'■ '9 l! ■ 'i' }"'''"'' ■''''' ^'^ '■'" 
â^oii on conclura 

*sïO ; o , 9 , o , 

' ^=0 y O, 9 .' D . 

On poarrait ponranine unsî 'indé&bii|à«Dt -; qiau il est àÛ4 

de 'voir ' ' • •■ y ■'■ . ■ 

i.° Qoe la sërîe de valeurs o , 00 , 000 , se poursuivra' 

toujours indéfiDÎment snltant -la mfrme loi , sans qu'il soit besoin ' 
d'en faire le calcul.' ' ' ' ' ^' -•■'■• 

2." Qu'il en sera exactèineÀt de' mime pour là' aénei ÎÀ valeurs 
I , ok, ooi ,.. "^ ■ • ~ %.. . \ -t 

3.* Que t pour la série de Valenn S , aS , 6a5 ,'•-•■•( ia—t'j^ 
dÀitrd dé ses dizaines , sera toujonrs 9 ; en sorte ^ùe réquaiioa ' 
à résoudre «erà 9^»io«— ^j mai* > parce ^e 9^=10^— ^j-et 
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qàé s peut être cliaiigé en Â'^x , on ponm \ cette i^oation 

«ubstituer U sairantc 

'4* Qu'enfin » pour Ta s^rie de râleurs (5 , 76.* 3^6^. ^:»y 2C;»i > 
^délivré de ses. dixaines , sera toujours. 1 ^ en sorte que l'équation à. 
lësondrft sera simplement ' ' '^ < 

■ ' ^=10/—^ : ■ ■■ ' 

On Toit donc que y poifr parrenir aux solutions ^ autres que o 
et I « qoi doivent répondre aux diverses- Tafeur& de n'^ oit 'n'aiiral' 
il résoudre que la double équation., .;.../» 

^= »,0* j;^ T: . : ; • . 

p- signe supérieur ou le signe inférieur devant Mre '-pris> soÎTant 
qu'il s'agit de valeu|3 terminées par 5 ou de' valears terminées par 6 ; 
et h- ayant une valeur ^r6pre' ^ cliacun de ces deux. cas. 

Or,, comme*, d'aiprè» ce qui paéftède , ^'^e réduit toujours \. un 
nombre- d'un seul c|iiAre ^ ^v co^çe A^ ^\X aussi- atoic un seul 
cbiiTre, il faudra' faire * pour le signe supérieur , ;r^Or et pour le 
aTgne- inférièaE' «=:i , ce qui donner» les. deux, formules. 

^=f r .^=10— # ► 

. Si: dpnc'.«nr .iç' rqpTffire jjjuei ij, délivré ,_ije. w^i- .^dixaines. , n'est 
aùttë- <ïose' que- le A.™* chiffre de droite jL gauche Sa quarré de.d, 
en; verra- quç.ia* première s^j^e de v^J^^s. peut, se ca}culei> direc- 
tement; par luette règjç' fort «jf^f, :, Ç^fffvtz^ /f; nftmhre dua. seul -. 
chiffre ,. en rejetant tous les chiffres de ce ^iiarri\ au delà Ai ■ 

eelui-ci , en' rejetant tous les chiffres- de ce- quarré qu. delà, du , 
tnofsièp^;- ef fouf if^ef Je m>^jet détruis- chiffres.,. Po^^uivez 
tf^s) ^«.i^ r^i^^\miini^i^e^^iu^i loift ^u^^vou^ ,le: tffsfpve*. y^fùà- . 
«S,tj;ïè;dajcsif*alc^ v- ..,■ - , t. ru ji--. .;-..; > l.^- - ^ -- ■ i 
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5 


premier noml^re. 


5 




7s 


deaxiime lUHoBrê. 


.aS: 


' .r :■:;>.■■ 1 


nr 




60 




6Ï5 


troisième iiomI>r«* 


625 




'3iï5 


■''■ . ■ 


a5o 




5o 




0625 


qaatrilme nomfiré^ 


0G25 




3i25 


, . - 


iJSo 




,5o- 








90625 


cmqqiime nomlire'. 




.....,......; 



M 



n n'y inrait pu grand changement i faire \ Cette rïgle ï pênC 
la rendre propre au calcol de la seconde «érie de Taleun ; il ne 
•'agirait en effet pour cela qne de 5ubstituer au dernier chiffre 
admis sur la gaache de cba^e-'prodoît àh complément à 10 { ûui 
qu'on le Toit ici 

'"" €, premier npmhre. 

■'■'■' ■ ■ L "■ '■ ' '"' :"■::.,;;: 

(;, 76 , de<ui^ii|ft|B9»kl»v4-K 
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76 , deuxième nombre* 
j6 

456 

3a ^ ^ ^ :, ;7 

376 , troisième nombie^ 

376 : - 



, ^aatriimfi nqmbie. 



09376 , cinquième noçibce. 

Mais il existe , entre, les nombres des deux Séries , une nTatÎMi 
qui peut conduire pliis 'rapidement 'au but , et qui est trop curieuse 
pour la passer sons sileùce.' Ke'm'afquônà ', 'en effet que » d'après 
ks lésullats di^ obtenus , on a 

i. '''..:'■■' ;.;?■'■ fn'.'i >'■ 'fv * ■■'■■' •■ : " ■■ 

:,■ ,,,.,,■ .■ -^^ .:„ .,?~h°^V * ■ : . 

•lUB ;oi iJir>in..j i.i- ifo»57t47«f=l4pfc:, ■ -.■, f-- ! - 

0625-1-9376=10001 , "■ ■■' 

ce qui nous conduit î soupçonner.qne ^et. -/^'^tant deux nombre» 
de n chiffres qui résolvent le' problème » on pourrait bien avoir 
•n général 
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Or , c'est une cho«e facile à -rérifier, A 4lant m nombre qni résout 
le problime , on doit ayoïr 

>rf'=io«ir+^i (2) 

tir , en éliminant Â entre ces deux équations ^ il vient 

^*=10''(3^/+*— 10"— i)H-^' V 
ov, en posant 3v^^^-«— 10"— is^c' ^ . 

ce qui prouTe\ que A' , lié'e ^ ^ par la relation (i), résont égale- 
ment le' problème. Au moyen de cette rei»at;que , on n'aura qu'amie 
, seule série de valeurs i calculer. ' ' 

. '..lli. Au Uen de demander ^ue les mêmes- n derniers dhtffreil se . 
reproduisent à la droite de chaque puissance , -on pourrait exiger 
seulement qu'ils se r^roduîsiasenl de deux en deux puissances , 
ou de trois en trois, de quatre, en quatre j...., et généralement 
de m en /n ; et d'abord les nombres que nous venons prëcédeminent 
de trouver résoudraient le pfobl^e ; puisque toute suite de terme» 
.éuux peut . être considérée comnie une suite périedique doiit -lee 
périodes ont tant et si peu de termes qu'on veut. Mai» si l'oit 
exigeait que les mêmes n derniers chif&es repanissettde m en' m 
puissances et pas pluldt y le problème deviendrait possible ou {m- 
' possible suivant la uatnre des nombres tb et n, aiasi c^'on.Ta 
le voir. 

Supposons , en preuner lieu ,, que les mtoie» n detnien.. claires 
doivent se reproduire de deux eu deux puissances ; la question se- 
réduira évidemment' \ trouver un nombre de n chlflires dont les^ 
chiffres soient respeotîveBwnt les »- damiers eklfïrc» de Ib dretf^ 
de ion cube. ' 

Tua. r. 43 
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Soit a l'uo des nombres, de a— ri chififres qui . rfsftlvÉfll le pw-* 
blême ; soit è la partie de son cube qui est à gaache de SM 
n — I derniers cbifFres , considérée comme un nombre isolé ; OD 
aura ' 

Soit ensuite j4 le cbifTre qu'il faut écrire à la gauche de a pout- 
obtenir un nombre de n chiffres quî résolve le problème j ce nom- 
bre sera , 

dont le cube sera 

io'''~'./<'-|-3. io*"~* .a/i^+S.io"-' .û*^7|-û' ., 
liC» deux premiers termes de' ce cube n'aji-ant aucune înlluence 
sur ses n derniers chiffres i droite , seront de nulle considération} 
en les supprimant donc , et remettant pour a* sa valeur io''~'.^-f-i3, 
i} faudra que le* nombres résult«nt soit terminé par iù'''*-,Â-^a i 
^n aura donc 

'ce qui donnera , èh réduisant, transposant et dUisant pat lo""* i 

i . .. ' 
, (3a*— i)^=io;r— *■ ; . . 

ià{oation qu'à' cause de nndétèrmïnalîon de' jt , on pourra sim|<IiBer 
dans chaque cas particulier, en ne prenant' que le seul chiffre des 
unîtis dans les deux nombres 3a' — i et B. ' 

-1 II -ne s'agit donc plus présentement que de connaître foules les 
•olmionA pour U valeur fl = i ; or , il suffit pour cela de comparer 
successivement tous les nombres d'un seul chiffre , y compris o , 
au' dernier chiffre de leurs cubes ; ce qui donne siir-le-chauA» 

On passera de U aux - autres cai ainsi qu'il suit : 
Pour n=3 , on aura 
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tf=o /j ',4\ 5,6, 9 ,' 



»i# 



, O , 6 , 2 » I , 

. ^ , r. 4 » 7 ; 



,. I oa ,3 I ^ .1 ' OJl 3k y 

2 ou 7 ^ 7 , 4 o" 9 • 



3a»— i=g , •: 
i*oit on conclura 

jr so , o oa I , 
^=o , o ou 5 , 
Four n=:3,. on aura 

a=soo , 01 , 5i , 24 1 sS , 75 . jQ , 4s f 99 >' 
3= o ^ o , 6 , 18 , 6 , 8 / 9 , 6 , 2 , 
Sa»— 1= 9 ^ 3 » a , 7,4,4,. 7 , 3 , a ï 
d'où, on conclura. 

cr =* o , o ou 1,1 ou a , 5 , I ou 3 , a o.u 4 1 3 , i oa 2 , t ou 3 ,. 
'A=Of o ou 5,2 ou 7,6,1 ou 6, 3 on 8, 3, 3 ou 7,4 ou 9 ;'' 

et ainsi de suite; . . - ; - • 

Ainsi , en nous bornant 1^ , on voit que lef seuls' nombreS' dojit 
les trois demïers' cbïifres se reproduisept, .perpëluellemeTit^ la^ 4'''^i!t^' 
de- leurs puissances impaires, sont les- nombres tern^lnës par t. 

ooo>,'!oai' , Sur-., aSr ,. 75r , 6*4 » ia5 ji-625- ii!375^» B-jS",:-:' 

376 , a49 ,. 749 j 495 . 999 • .' , , .,'V. . .- 

. Si IW. demandait que' la' Tnème' teroiinaison^ repairùP stiiI^oiTr 
de' trou 'eo' trois- puissancee f la- c^uestioni w r^duirsit- àitrowrer'i on^ 
nombre- de /i'. chiffrés' qai tennin&t lui-4BâflBe-sa-qaatrièàa&-.|i|uUMm:ev> 
En' raisonnant comme- nous- l'avons j^ït, , ci-dessus , on- trouverait' 
facilement que-, a- étant un' des nombres qui résout le problème' 
pour 'le'^cas' de- n— ^r cfaUTres , et & étant' le b."*' cbîffre'de''sà'' 
«giatrîème' puissance ;' iv l'on désigne- par A le- m^Hrâ-'- d'arioséù'V 
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chiffre qn'ÏI faat écrire à U gauche de a , pour obtenir nn nombr* 
de n chiffres qui résolvent ëgalemeat ïe problème , on doit iToir 
l'ëquatioa i , 

(4û* — i)A~iox — h , 

- dans laquelle ^a* — i peut ^Ire réduit & ses seules unités. 

La comparaison des nombres d'un seul chiH're à leur quatrîim* 
paîsNDce donné, ^ourle cas' de n=^i-, ' 

• ' ' A*=o > I , 5 , 6 ■ 

Oo aurait ensuite , pour n=2 , 
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conclurait 










, E 


'" 


1 T . 


JV=0 ' 


» o 


, a 


» 3 


i ^' 






' A^o 


> o 


* 3 


h 



Ainsi , U n'y a que les seuls nombres terminés par oo ', oi , aS > 76 
dont les deux derniers chiiTrès se reproduisent périodiquement à U 
droité'de leurs puissances de' trois en trois. 

En suivant lé mâme raisonnement pour les cas subséquents , on 
tTQUTterii faciïeineat que , ft'il faut que les mêmes n deroieis ohi/IreS' 
se reproduisent përiodiquement de m en m puissances ;'%n désignant 
par a un des nombres de n — 1 chi/Fres qui résolvent le problème » 
par A', le nombre d'un seul chiffre qu'il faut écrire h sa gauche 
pour obtenir un nombre de n chiffres qui le résolVe- é^emstit | 
et enfin ^ ^ le n.P" chiffre de d*+'* ; on doit avoir • 

et le;» .applic«tioDs l des ca« parUculiu* m faront cmguM li » iU, 
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IV. On poarr^it compliquer encore la aueslioD ï eh demandant 
que les terminaisons des jiuîssances ne soienf pas immëdiatenient ' 
périodiques ; de manière que les terminaisons përiod^ues - soient .. 
précédées d'uq nopibre donné d^ terpiinaisons qui leur soitnt étran- 
gères ; comme ob en toi! un exemple dans les nombres terminés par 1 5; 
dont iM.pniisances socf^essÏTes'Ant pour terranlaiscms 1*5'/ i5 ', 'yS', 
aôi- 75,v;,,. ; d<e maAÎèra que lasperlodés, qui ont deux termes'^ 
sont précédées du terme i5 qui lear est étrange^; ce '"qui' tïent'll 
ce que la fracttoa -^i irédmte i «es' moindres' lérines esit ^ , dOnt 
le dénominateur 3o conserve un Cuteuf 5 commun avec la base i5. 
Mais nous n'insisterons pas aarantage sur ce sujet qui se rattache 
d'ailleurs h une théorie déjà- -âévéloppée dans les jinnales d'une 
manière fort Inmineoae (*). , ■;,, i -'■ ' 

Deuxième solution } 

Far AL J. F. . Français, ,' professetir .&> l'éccAe impériale 
. ' ;de 2'artillerîe et du génie. , '. 

La question proposée revient évidemment & Ircaver un norabra 
de n chiffres qui ie reproduise' lui-même à la droite de son quarré (**), 

Op,' indépendamment de n zéros et de runîté précédée de n— xl 
zéros, qui résoItTent. évidemment le .problème, il pont ' encore' étr« 
résolu par l'un ou l'attire dfi deux nçmbrea «et/ s«tî|falfantVJ* 
dpubie. condition .,,,,. 

' .y=5V=aV+r; ' ■ . '^ 

car on a , dans le pre^kier cas >. i 

4fB» le IV.* Tolums de* jtnnaUt j page a&z, ^ . 

<•*)'' Vorw^ta ptécMênto wluticMi. 
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<t 4aiDS ls.,^coBd. . 

-à'où l'on vojt qu'^' qause fdv. facteur lO" qui afieclfr- I» pretnièrfr 
parii^ des y^eurs dt^.dr' «t !^i^, ce&xileuKquatré^.serook respectivement 
terminés- ppr j: -et ^^ r ' ' 

. .Tput se réduit doBc.à. résov^re les deux ^quatiwSt indëbBrmioée& 

...,,■[ -.'. ■ SV-T^V^? !.■;•■ ■■;■,!- 

Voici leur» solutions, pour divers cas- particulitjri ' ■ ' ■ • 

2 p 19 ^ 3 » I > 6 », 76 , 25 ,. 

•.■..'■3' j-'.l i7,v ' ïï «. ■'■'■■■^ »■' ?8-..-= 37S ,■ ; . .-iaB ,. 
■4» 586 ^.i5v. i-, ■ ''S^-^ ^"9^76 V o6a5 ». 

5 t. 2g3 , 3 , ag , , 283i ,, 09876 ,. 90625 , 

6 , _ 1709 ,. 7 > 57 ». Ï3916 ,. 109376 ,.'..890625 ;. 
. '_..-7.,) ,5554»,, 91 ,. 37;^ ;u58i.,. 7.199336-,^ 2890635 ^ 
-■■!«is*. ■ icjo- : ,,;i etc.,;i éttu, 'etc... -,1 ' tlo. ^ etCi , 

ASiiSi'V'totlt n6m1»re\ tferriiîné p^r'' !queIqtruné''dé8"Taréurs de- x ou 
de y aura toutes, ses- puissances, terminées par- ccttk- même râleur^ 

Béjîesci<ms . s{ir: .le . même problème ;; 

Par M. G ER GOWNÊ. '' "''' "' 



. £■ £ài(p]*stibmf»rofH>aé^'r»Tient.élFiideibment^ la suivante r Troupsr- 
uti nombre de n chiffres çtii', reitdnchi 'Se ^n mdrré l, donne 
Wk reste ^iispii ou moiits a xéros ^ s'a droïte't' ^ ' ' * 
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; .*<Jt *ile 'teuntré bhtsrohé ,- fel so^f gériéïaléïnent B W bwe''^a 
système d«- numération relfitirèRïeiit atiquèl' 6rt te '^ftopAsa' di -réi 
aoudre le problème ; ea désignant par y un nombté «titîer itiié- 
lermlûd , l'équation 4$ ce problème, sera i, 

* ne devant pas aToîr plus de » chiffrM. ■; ■ V - ■-• i'--.-: .■n.r.'..': 
On satisfait dabord .général;çmQnt à, cette équation » quelque soît 
JB , en posant y^o , d'où ' 

^ x = Q ou ;i!=i . .._ _,, ■; 

Ainsi, dans tout système de nurpë^atioi^,, |o}it nombre termine par 
n zéros ou par l'unité précédée de n — i z^ros, a toutç^ ces puis- 
sances terminées aussi par n zéros ou par ruhilé précédée de n — i 
z^ros , respectivement ;' ce qui est d'ailleurs .évidenl. Mous ne nous 
occuperons donc plus^ l'avefiîir de. ces dçn:^ solutions! 
~ t*our parvenir à la découverte dés autres , remarquons, â'aborj 
■que ■*, et ï plu» lorte raison x — 1 , ^(ant moindre que.B"!, i^e 
sauraient , ni l'un ni l'autre , être divisibles par ce diviseur^ ; et , 
comme d'ailleurs ces deux nombres x et x-'^i sont nécessairement 
premiers entre eax , ib ofr^sauraient étr^ divisibles, TâspectÏTCment, 
que par deux nombre* aussi premiers entre eux.. 
Soit dope supposé 

.■■]■' ^'^PÇi 

p ei ^ étant deux facteurs premiers' entre eux , différens de S' tt 
de l'unité. B" étant le plus petit des nombres de n-f-i cbiffi'es ; 
il s'ensuit que p tt ^ seront l'nn et l'autre moindres que x et 
X — t ; en ekoisissant donc,, j; de* pa^t^iièro que l'un dest.. deux soie 
divisible par p et l'autre par f , on. Kntplira:les conditû}oa du 
problème , puisqu'on aura l'une ou l'antre des équations 



,1^:: 



T.r., 
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fii QUESTIONS 

^ont ]fi$ p^e^iers membres ^ont entiers , pitr lliypoth^ ^ et ^m 
ODf pour .second meq^bre un. nombre entier iadétermin^. 
: :F<Mant donc 






rëlîminatioD de x donnera 

' "'- ' pi — ^=1, où çt — pif^si . 

Ayant donc trouvé un système de valeurs de / et » Mlisfaisant 1 
l'une ou à l'autre de ces ' deul équations ,' on aura ensuite 

' ' • "■ 'xi^pt ou ' y—f* I ■ 

et le problème sera résolu. 

On voit par là qu'outre les solutions communes & tous les sys- 
tèmes de numération déjà mentionnés , le problème admettra encore 
deux fois autant de solutions qu'il y aura de mani&res de décomposer 
É' en deux facteurs premiers entre eux , dlfTércn^ de luI-mÛBe el 
Jlç l'unité. ., 

Soit supposa 

, jJfc:»*^*^*/.;... d'oà fl"=a"**'V'....; 

<( i, c, ëfatit des nombres ' premiers inégaux, au nombre cb 

VI. Il est évident qu'il y aura autant de manières de décomposer 
f en deux facteurs premiers 'entre eux , dont aucun ne soit l'unité» 
qull y aurait de manières d>xécuter cette décomposition sur le 
simple produit 

«« ^h , 

autst-'de m Htttmtïï. Qt , khI i^a,^, ce aoibbre de d^composrlîons 
fileur k produit de m— r facteurs ^ ' 

«^f- S^ r 

tn aatroduisani le w^ l^l&ixjh, ou poScnî Introduire îodiiltK 
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RESOLUES.' 3a5^ 

Temni«i(, poon chaque décomposition', dans le premier ;ott dans 
le second fac(ear , ou bien encore le ■ prendre à lut seul pour un 
facteur; ce qui prouve qu'on doit avoir ^„=a^«_,-|-i ; ce gai 
doone , eo général-, 

mata, lorsque m^a > on a évidemment ,Z'„= i , donc C=; , et 
par ' cooaéquent 

^„=2— ' — I ; 

le nombre des 'solutions , autres que les deux mentionne'es cî-dessus 
sera donc! ■ ■ ■ ■ . . 



en y joignant donc ces deux-là , leur nombre total s'élèvera à sf"; 
m indiquant combien la base' B- a de sortes de facteurs premiers. 

II. Lorsqu'on a trouvé un nombre dont les n derniers cbiEre,s. 
\ droite' se repi-odaisent 'pcrpëtueTIement à la droite de toutes ses 
puissances , il est évident qu'à plus forte raison set n' derniers chïiTres 
\ droite , n' étant^pindrcs-.que s, .se reproduiront aussi perpétuellemejit. 
ë la droite de toutes ses puissances. Les solutions du probldi^Cf 
|K)ur la' vafeur n\ donnent donc en même temps des solutions , 
pour la valeur n' ^ moindre que n; puis donc que , par cequî 
précède le nombre des solutions pour chaque valeur de n est tou- 
jours le même et ne dépend que de ./n , il sera le même pour 
n* que pour n , et conséquemment les solutions pour la valeur a 
donneront toutes les solutions pour ta valeur n'. 

Ainsi , lorsqti'on voudra avoir les solutions pour plusieuc» valeurs 
de n ; au lieu de monter successivement de plus petites valeurs à 
la pins élevée, il sera incomparablement préférable d'attaquer direc- 
tement le pcobJèrae pour cette dernière ; puîsqve (es solutions qu'oo 
•btiendra renfermeront implicitement toutes les autres. 
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Appl)<]<^iu vs gj^Qi^alit^s .& mitre systènu de nnm^r^lîM ~; «1 
çVf<fW^s à r<^t0udre le problème, dsns oc ajwt^ma, pour lu 20 
pri^iéj-ef iV^U-ursiie n. Pjsur c«)a. nous. poseroBs>j«v-le^haap Mo^ae. 
Nous avons d'ailleurs Bî=sio=:2.5, d'où £"^a'*.5^ ; et -DM» 
n'aurons consëquemment que la «eul système de valeurs 

en sorte qu'il faudra résoudre successivement les dedx ëqxnrtion» 
îndëtermlnëes 

2"./— 5".U=I , 5*'./-^2".Bj==I î 

ou du moins chercher les plus petits nombres qui y aati$.font; «q 
posant ensuite 

^r, on a 

a"=ï ii^a 57.6 , 

5«=94 956 8o€ 640 6a5 . 

Si l'on cherche le plus graod conimva jdiriuAr eptrf 4^. dtnx; 
nombres , les quotîens sacoessif* serqnt 

9P9i947o. 5, I , I , I , 3, t. I,*, I., t , I, *, 10, I, la : 

A Taide de ces quotîens ,, sauf le dernier , on troaTCca , pout la 

(kwiàre ficMtlpa convergeai» vei* ^ , 

yia5o>6<Mifkp6 

On conclura de U , par les théories connues (*) , que le plus 
pelît système de valeurs de / et » , dans l'équation 



n Voy» I« xfi v*Iaiip di r^lgHr» 4'£^ . « h «fer* 4n iwttVnt 
àê M. Legendre. 
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,,. „. . — „ — . ..-^-.. . . afr -iMBS^.-B-rt :■: - ^r: .v ■rr-":„--* 
«>t 

* =7335006028936 . 

que par conséquent , pour Téquatioa 

^:,^.\ .5"U;r--V».,Vr=!l.'»V.-:...0\ 
ce plus pellt système de valeurs est 

. j • ■:,: .■ :ff=ï&*?-r73860fi€o«89lfi.. rr-Ju-t; . ■ii..- 'û 

On aura donc ■ ^'■'- " ' '''I 

jr=2»». 7385006028926 ,-, : ..-; 

af=5»"'.C2"— 81199)= 10" — 5**. 81199: 

Pf^.*f<WÏTWT^'';fl^*^^*W» li«BOB»felfc8jofc(J«"»eWa jomfiritf â<Dl 
un ceruin< noiolMrÇf 4?^ ^kffWf* «l^Wt; à, dr<o^* maM] 1«^ aèilR» 
que -^aasri'ua 4t««ioQBfiBe~:defr ^tr& taMBlint;".' ,.v. - i--'^- •' ' 

... ; . oooab 'ottobO' (Woôlï oôb'Àô' i ' ' ' ' ■' 

..... 00000 00000 00000 OOOOI t 

. 9 . . . 07743 74008 19871 09876 » 

g2a56 25991 83128 9062$ i 

auront aussi les mimes derniers chiiTres \ droite, en même noni^ 
bre , i toutes leurs paissances. 

On traiterait d'une maniéré an'îlo^ue' le 'cas où'Von exigerait sett- 
lement que les terminaisons des puissances successÎTes fussent 
périodiques (*). 



(*) Le lUJactenr a reçu poit^rienrement de H. Durrande tme amtre lolutîoii dn 
mime proUAme , qui lenHn pour le fond dan* celles qui Tiennent d'Aire meoUoiuitel. 
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3a QUESTIONS, PROPOSÉES. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problème de 'Combinaison, 

Avec m choses toutes diiFéreiiteà fes unes des 'autres, de combien 
de manières peut-on -faire/ b paru j 'jmc' la Inculte de faire des 
parts nulles ? - . i- i:.: . ' 

Problèntes de Géométrie, 



i'X' DÎTÎHr'^pInqiteindat^ ll^t* d'à» triâfa^een^ nx^ nbraBrà quel- ' 
aonqu ds! pvdM égalés / pBr>'^y pàrelti^r It- sH basé ?' ' ' '' 
XI. Diviser graphiqaemeot le Toluroe d'an tétraèdre en an nïrfnbrb 
quclcooijue de parties égales | par des plan^, parallèles à sa base? 



, Google 



DE LA LIGNE DROITE ET DU FLAN. 319 



GÉOMÉTRIE ANALITIQUE» 

Théorie anaîitiijue de la ligne droite et du plan } 

Vas M. Bret , professeur de mathématiques à la faculté 
des sciences de Tacadémic de Grenoble. 



XNoDS avoDS <féji employa dans ce recocil (*) ^ poar exprimer 
aaalitiq,oemnU uoe droite dans Fespaec , trois équations telles que 

nous artins oSservë que m , fi , y étaient les coordonnées d'tm point 
fixe , pris à volonté sur la^ droite ; que r était la distance variable 
d.e ce pmnt fixe i un point mobile de la même droite ; et qu'enfin 
«', b, c étaient trois constantes, dëter-mïnant la direction de la 
droite dont il s'agit , et ne variant pas conséquemment lorsque cette 
droite %<i meut parallèlement à elle-même. Ces- trois constantes doivent 
d'ailleurs être liées par une relation q^ie nous avons donnée afors , 
mais q,ue nous allons enseigner it déterminer directement. 

Substituons d'ébord'à notre droite sa parallèle passant' par Forigihe*. 
et dont les éqiiations seront conséquemment 



et supposons, pour un moment, que Tes coordonnées soient rectan- 
gulaires ; r sera alors la diagonale du parallëlipipède rectangle 
oonstruit sur x , y , z ; d'où il suit qu'on aura' 

ci "Vojtz notamment U pi^ $3 Aa IV.' voliiiaei- 
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e'esl'â'dn-c , eli «ubstïttiMt et divisant piA ï* t 
Soît ensuite une autre droite 

i'sf'f/ ; ) 
rapportée aux n)énie& axes ; nous aurons pareillement, 

et ensuite , par un thëorème sur les triangles rectiligaes , 

C*-j')'-|~(y_jr/)'-|~(«'_*/)»=r'+r/'— 2rr'Cos,(r, r^ . 
ou , en substituant , ayant égard aux relations cî-dcssus , réduisant^ 
divisant par zrr^ et transposant 

Cos.Cr , r)=«M'-H*'+<:r' . 
Cela posd , concevons présentement que les ét^uai^ns (r) appar- 
tiennent à un système d'axes non rectangulaires. Par la mêtnfe 
origine concevons un système rectangulaire ; soient t y u ^ 9 , 1m 
projections de r sur les axes de ce système ; en sorte qu'on ait 

aoicht de plus ;r , ^ , ^ les projections obliques de r sur les axes 

primitifs ; et soient enfin 

''.«'» »^ . 1 * , 

t" , w" , (^' , J les projections respeclives de y , 
t"' y u'" y i^",\ z , 

sur les axes rectangulaires, ce qui donnera conséquemment 
// »4.u/ »_fv •=«» , 

///>_!_„// »4s'"»=j'» , 

/""+«"'»+ C""=: A» [ 

et «n outre , par ce ^i précèdtr , 
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////// +a//V 4^///^ ~tsO>i.{z,x) . 

t' f'-lru' u"-\v' vf'=xyQQ9.{3e,y) . 
■ Pr^entcmeDl r est diagonale commune de deux parallélipipètles 
i'un rectangle ayant pour aes arêtes t, Uf ftet l'autre obliquangle', 
qui a pour aréle> x , y: t t dont nous connaissons les projections 
sur celles du premier; or, comme on peut aller d'une exirémilé 
4^ r 11 son autre extrémité en parconrant ce» trois arêtes , il s'en- 
suit qu'on doit aroir 

£n prenant la somme des quarrës de ces ëquatioos , et ayant égard 
& toutes les relations ci-dessus , on aura 

r* = «'•4-y*-f-i'+:^zCos.C)', z)-^szxCoi.(z, *)+a:ryCos.(* , y) , 
substituant enfin pour x , y ^ z leurs valeur» données par' l'équa- 
tion (r) et divisant par r* , on aura , pour la relation demandée , 
#»+iH-'^+3*<^»(r. z)-^aCoi.{fft^'y^2aiCoi.{x , y)=.i. (R) 
11 est aisé de voir qu'en supposant 
a~x , i=:o , c—o , î f * » f 

h=j , tf=a , fl=o » ? '■ deviendra \ J" » f CO" 

*=i , <J=& f 3=o ; J ( z . )■ 

Soient 

y^^-^ep , y^^-^hq , 

Les équations de deux droites passant par on: mèmjer foînir Si 
par ce» 'deux droites on conçoit un plan , et que sur le» grandeur» 
et direction» de p' et q on construire un parallélogramme , son> 
sommet variable opposé au point de: concours des deux dtoites serai 
' pas le«t tm* ^qua^oD* 
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Or comme , «b variant les grandeurs et ie« signes de ^ et ^ » «• 
sommet peut devenir un quelconque des points du plan où il est 
situé , et n'en peut jamais sortir ; il s'ensuit que ces équations sont 
celles de ce plan. 

Dans le cas particulier où « , jS , y sont nuls , le plan passe par 
l'origine y et ses équations sont simplement 

y='P+h - \ <J"I) 
Ce plan passe alors par deu;^ droites dont les équattoDS soot 

r^'p > ! (/) y=^9 . > (?) 

z'Zi/p ; ) x=*y [ ) 

d'«ù il suit qu'en a* entre les six coaslantes J, *t/t g* ^t ^# 
qui dëtectninent la direction du plan /?y, les deux relations 
*H-eM:/H-3</Co»-{j' I «)+^rfCoi.(«^ *H.aACo<.(J! , j-jssi . <P> 
^»+A'-J-*"+aAAÇM.(r* ')+akgCot.it . x)+aghOu.(.x , jO=» ; (Q) 
mais les troî» deroièrps sont tout ft {ait indépendante! des troii 
premières. 

On doit remarquer encore qae , lorsqu'on a , 



; /=Bi , rf=o , Kxo , I 



pf derient ( «*> } [II) 



( Aœi , A=EO ,5=»o î 

.Cherchons l'angle de deux droitM r , K { lî l'on joint Ivan c 
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tMmil^ par une droite on formera un triangle recljligne f dana 
lequel on aura , par ce ^ui précède^ 

( (I— »OM-3(>~-rO('— ^Coa-tr. ') 
r'+r»— rr'Co«.(r,rO=! +(y—r')'+z^z—x^x—sOOa^z,x) 

I -Hz-^O'+îC*— *0(r-r)'')C<»-C'.j') 

En substituant pour *, y , z,x',^,«' leurs valenia ar , hr i 
cr , e'r' , l'i* , f^W . ayant <^gard aux relatinos (B) ^ ^0 1 ^^ 
Nuisant et divisant par ~~3irT' , en aura 

Coa.(r,rO= j 4-4*'+(<:a'-H»«0Cos.(i ,x)\. (i) 

( -»-<:«'-KjJ'+iaOC«''(» . r) ) 
Si , au moyen des conditions (I) , on fait auccessirement coïncider 
la droite r* arec cbacun des axes » on aura 

Cos.(r , »)=i»-(-JCoa.(» > ^)+<Cos.(i , ») , J 
Co8^r,y)m:J+cCo«<y,«>+viCo«<*,j-) , } (a) 
Cos.(r, r)=*-4-flCos.(« , *)+Wk)«.(j', x) ; J 
nais r^uallon de relatîoD (A) peut itre Àrite ainsi 
«!<>+JCos.(«,J'>+«Co8(«,*)j J 
4-J)H-«Cos<y,z)+«Coa.(jr,y)} 1 si, 
+cfH-<iCos.(z,«)+»Co«<j-,i)j ) 
elle pourra donc (2) être remplacée par celle-ci 
flCos^r, ar)+JCos,(r , j')-t-rCofc(r , z)=i . 
Pareillement j on peut écrire ainsi la formule (i) 

f o'{a-WCos.(» , y)-)-«Cas.(f , *) j 1 
Cos<r, rO= I +»'{*+«C»».(r ■ i>4-oCos.(*, y)| j 
I -Wio+ttOaiz, x)+Kiaij, t)\ \ 
«D pouc^ donc j(3) loi S!ll»titusr celle-ci 



m 
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et ii est clair qu'on pourrait écrire pareillement 

Co8.Cr , rO=jCos.(r' , *)+3Cos.Cr' , j')+^08.(r' . z) . (5) 
•%n posant, pour abroger, 

les équations (s) donnent 

_ I (Co».(r^)Siii.>(r,«)-^^.(r,r)ÏC<».(x,j-)— Coa.(r^lCt«.(r^)}> 
""17 ( — Co<.(r,*:);Go».(«^)— Co».(4;,j')Co«.(j'^) J ' 

I (C<».t/-,r)Sin.*(*^)r— CM.tr^)ÎCo*.Cr»«)— Co»-C'.*)Co*-C*.»l) 
~ A» ( — Co».(r^){Co».C«,r)— C<M.(r,=>C(«.(?»«)}(* 

_ I (Cos.(r,«)Sin.»<at,)')— Cos.(r^){Coi.f«r«:l— Cos.C*,j-)Coi.(r,*)}î 
'■" A»^( — Coï.('-.j)(Co).0',r)— Co».(f,«)Coî.C3:,r)(S * 

Si l'on substitue ces valeurs dans l'équation de relation (5) , oq 
obtiendra la suivante qui exprime la relation entre les six angles 
que forment 4eux i deux quatre droites x , y , 2 , r dans l'espace 
ou , ce qi)i revient ai^ n[t£me , entre les six distances deux à deux. 
de quatre poiots quelconques d'une ^bère » 

!Co«.'(r^)Siru'0-^)-aCo».(r,r)Co».(r^){Co».0'»2)-Coi.(«^)C«.C«,y)}J 
4-CM.»Cr,j-)Sin.H«,x>-aCo3.tr^jCo».(r,x)(Co».C«^)-Co».C*,r)Cos.{ï-^)}j.(7) 
+Co»."Cr»«)Sin.<*,)(>-»qo». (r^)CM,"Cr,r)ico»-(*;r)-Co«.0r^)CM. («^)}( 
Les mêmes vaburf a^hstitue'e* dans la formule (5) la change en 
celle-ci , qui fait obnQaîtte l'angle de deux droites r , r^ en fooctioa 
des angles qu'elles ferment avec trois autres droites s, y, x ou, 
ce qui revient au' même» la distance entre deux points d'une sphère 
en- fDoctJon des six. dislances de ces deux points k trois autres- 
points j pris arhilt'airemeat sus- cette' sphir* 

— (Co».(M)C». (r'.j'H.CDi^, j'>Coi.t>'^) V Co».(_j'^)— Co*cr,*jCo«. («.y)} 
— ÎC«.(r^)Cos.ci-^)+Coi.Cr,?)Co».(r',«);{Coi.{«^)— Cû»(ar,j'3CM.0*,«)}. 
— tCM.(r,j-lCQi.Cr'^}+Co».Û-^aCos.{r',j')i{Co».C*,j-),-Coi.(j-,«)C<».(x^)| 
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Et Dt plan: ^3^5 

ObcrcfaoAs présentement t'utgle d'une droite r «ne nn plaii^^; 
-et d'abord occupons-nous des conditions de l«aï perpendicahrit*. 
Pour <jue f soil perpendiculaire ^ pç , il est nécessaire et il Suffit 
qu'elle le lott à la fois aux deux droites ^ et ^ ou , ce qui 
rcTient au mdme ., que tes cosinus des angles qu'elle fonpe avec 
ces deux droites soient nuls , ce qui donne (5) 

aGos.(^, jr)-|~^Cos.(/»,^)+cCos.(/>, _z)=o , ï 

S (9) 

Si l'on combine ces conditions avec la relation (H) , en posant, 

pour abréger , 

^=sG>s.(/>, j'JCos.fy i z)— Cos.{;»,r)Cos.(i7,^) , 
I'=:Cos.(/» , z)Co».{ç , x) — €o9.(jb, jf)Co3.(y » -s) . 
Z:^Cos.{p , x)Cos.(^,y) — Cos.(/»,j)Co3.(^ , *) ; 

et ensuite 

il viendr* 

0= — , ff= — , c^ — . (10) 

An An An ^ ' 

Mais on a (a) 

Cos,(p » *)=rf4-<Cos.(x , y'j+fCos.{z , *) »■ 
Cos,(p ,y)=ie-^JCosJ(Yf£)-\-dCos.{Xty)', 
Cos.(p , z)=/-^dCosj(z , x)-\-eCûa.(x , *) î 
Ow-Cy , *) =:g+hCoi.(x , y)-hkCos.{z , *) , 
Cos.(y , y) =h+&Coa.(y , i)-4-^Co$.(« , y) , 
Cos.(y , z) = A-f-gCos.Cz , jr>+-ACos.(v , x) . 

Substituant donc , et posant encore , peur abréger > 

il viendra 
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£=£:Sin.'(« , jr)—- <{CM.(e , «>— Co».C« , j')C«.(j' , «)}— BiC<«.(j' , x}— Cm^ , «}Cm.(« , y)) , 
st de là. oa coDclura 

+C»Sin,\*- , y)— 2^flîCos.(*, y)— Co8.(y , x)Coa.(«, «)j J 
Ainsi , a t ^ , c pourront ttre exprimas immédiatement , en fonction 
ie J f e ij", g , ày k et des angles- que^ foroKnt deaz ^ deux les 
axei des coordonnées. 

Cherchons présentement l'angle de la droit» r arec le plan pf. 
Pour l'obtenir, imaginons une autre dcoile r' perpendiculaire à ce 
plan ; nous aurons 

S\a.(j>ç, r)=Coa.(r, r') }. 
tt'est-i-dire (i) 

f , «>-f W:os.(jr , yj-^cCosj(z , x)) 
Sin.(^ , r)= I 4-i'{i+cCos.(z , x)-\-aC(a.{x y y)] . 
l +r'{f+flCos<i^*)+ÂCos<r, *)} ' 
Mais ici les râleurs de a' , b' , e' sont les mêmes que celles, de 
a yh t o dans le oas précédent ; on aura donc-, en substituant , 

[ X\.a-^hÇAt%{x,.y)-{-cOii.{M,s)} \ 
Sin*(^y,r)= — j •\-Y\b-\-cCos.(x t z)-\-aCoi.(x, y)] \ j 
(• +Z\c'^aOi*.(z, *>4-iGoa.Cj-, z)) )■ 
•u-, en- mett&nt' pour X, JT , Z leurs ya'curs 

^Mn^'')— à ' ^"'5 

«n pourra donc- exprimer immédiatement Sin.(p^ ^r) , en fonction' 
db tf , j', r, J, e, f, g-,^h, a et d^ angles que forment deux- 
\ deux, les axes des coordonnées,. 

Si , 
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Si, «v moyen des conditions (I) , on fait suceeisWemenl coÎDclder 
r avec les trois azes , on aura 

Si , aa moyen des conditions (II) , on fait successivement coïncider 
pq avec les trois plans coordonnés y on aura 



&m,{yz,r) — 



Sm.iy , r) ' 



Sin^(:rj' , r) * 



(■3) 



Sin.(j: , yi 

Si , enfin , par le concours des conditions (I) et (II) , on fait 
successivement coïncider le plan pf avec chacun des plans coordonnes 
et la droite r avec faxe qui loi «st opposé; U viendra, en chassant 
les dénominateurs , 

Sio.(/,z)Sin.(yz,«)=A.. i- 
SiD.(i,a-)Sin.(^jr , j)=A , | (i4) 
Sîn.(3r ,y)Sia.(xy , i)=A . ) 

ces JerBÎ^res ifquatîOBs praurant.que, dan» tput.tnanglftsphcrique,. 
les produits des sinus des càléi par les sinus dç^ arcs perpendi- 
culaires , abaissés sur leur direction des sommets opposes,- sont constans. 

Si Ton compare à l'équation (11) la somme des produits des équa- 
tions (13)1 par a,_b, c, on aura 

Sin,(^,r)=4S^n^/'î»*)+iSifv(^,y)-KSin.^/jy^f) i (i5) 

êqti^ion qu'on aurait pu , au surplus ," déduire ' immédiatement ji» 

l'équation . (5). ■ '^ 



y Google 



3,3« DE LA LI6NE DROITE 

Fn obieOTant que, d'après les'Talcurs àtjifSfC^^^t^i 
f, g , h, k , oji 9 

gA+hB-i-kC^o ; 
lea ëquattons (12) donneront eneora 



. ('6) 

La comparaison de» équations (i3) et (i^) donne 

■Sîn.(yx, r> Sin.(r«,r) Kii.CaT,r) , . 

a^ . PS5! ■ C^ . (17) 

SiB.ife,m) * Sm.Cr»,y) Sio.<«j',r) '^ " 

Si Ton substitue ç&s valeurs dans ta rçlaiion (3) * on arrÎTera & es 
théoième 

Si l'on substitue ces mêmes valeurs dans la formule (5) , on aura 
En les substituant cn6n dans la formule (i5) on obtient 

Occnpons-nous , en dernier lien, de la recherebe de l'angle de 
deux ' pians pq » j>'(f. Le cosinus de cet angle - n'ast antre que le 
«osinys d« d«ux droites r j r' qui «erajent respectivement {ter-— . 
pendulaires ji cet deux plan». Oa au^ donc » (i) ^\ (10)» 
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xx'Mrz'+zr')C<,s.(y, z) f 
+zz'-iixr/+rx')C(a.ix,r) f 

en 

!Jt'jX+l'Coi.(l, yyhZCMj^z, «» V 
■+r>\r+-zco,.(r;zH-xco,^x,x)\ ). («> 
+Z'tiz+xc6s.(z , «>+-rCo!.(j- , z)) y 

X, T fZ , n et A (Kit été détermines précédemment , et on obtiendra 
X^r y, Z' en changeant dans X, Y^ Z y iti quantités AyB-,C 
•n A' t B* f C i on aura d'ailleurs 

A'=e'k'—fi' , 
Bi=fgi-dik' ,. 
C'-^d'h'—e'e^ . 
0n frOTtrera , au surplus- 

X+rCa>.{x , /)+ZCos<i , X) siA'A' , 

^+JfCo5.(r , *)+rCo..(,r,. i) =A'C . 
Xiv consëqiaence, la fttrmule (22) dcriendra 

Co-(^f ./^rt=- ^ =^ 55; ■ r 

an encore- 

<Pr^P'90~ ^!-+-«B/Sin.*(^^*)— C/:^/-+.^C0îCo5.(*. »)-Gos.(j.,j^G<tt.(y ,*)}('. (:i8)- 
, l-i-CaSm.^(^ ,.y)^AB'+BÀ/) { Co*.C*, y)— Cos.(y , z)Cos.(«, *)} Ji 

Au moyen dé cette dernière lormule , il seTïi très-aisé d'exprimer' 
iiDCBédiatement Cos.(/»y ,^y/)V «n ïanotion de d , e ,-f y g^ h ^k ; 
d' t *^ » J^ f s" 1 ^' ' ^' ^^ ^^^ aDg;Ies que forment dèox à deax-Ief> 
'axes des coordbnilée:^. 

Si , au moyen des candrUons'(iI) ,'on fait successiremmt' corncîdîn'' 
Ib ^Itua p'^ ftrec les trou plans coordonna, on tAMireta^ 
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nSm.Cï^)C«w.tpf^«)==BSm.'(2,»)— C(Co..(*,y)— Co».(y,OCoi.(«,«)U ^ 

nSin.£*J')Cos.C;»y,«y)=CSin.«(«,r)— ^{CM.Cr.«)— Co»-(«7*>Cot-(*»1')Î î , 
— BiCos.£r,*)— Co».Car,j')Co».Cy,f)} J ' 

au moyen de quoi la formule (aS) deviendra 

f ^■'SiD.Cy,z)Co5,(-;'9 ,^z) J 
CosJjMj.p'tj^--^ ! +fl'Sin.(z , *;Coa.(/>f , ar) 1 ; (24) 

( r\-C'S\a.{x , y)Cos.(pç , sy) ] 



JS\a.(y , z)Cos.(yz , p'yO , j 
Cos.{pç,p'q')=~l -i-BS\n,(z , x)Cos.(zx ^p'çO > ; (^5) 

" ; 4-CSin.(jr.j')Cos.(:ry,/>'vO ) 
mais, en ëliminant A entre les fotmules (is)êt(i4)i il Tient 

_i n Sio.iyM,x) * 

BSin.Çg^) Sia.(pq,y) 

n Sio.(ï«j^) * 

CSin,{3:,y) Sin.(pf,r} 

Aubstitaant ces valeurs dans la fortne (35) , elle deviendra 

Si , au moyen des conditions (II) , on fait successivement coïncider 
les deux plans pç , p^ç^-vtec deux plans coordonnés diA<!rens , 
on tirera des formules (a3) , ^ 
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On reconnait Ici les ec^uatïons fondamentali^s âe la trigonomëtrift 
jphëriqtie. 

Il n'aura pas au surplus «îcliappé au lecteur que toutes les 
formules que nous venons d'obtenir , et beaucoup d'aulre&que nous 
aurions pu en déduire, sont dea formules ^e trigonométrie sphérîque, 
auxquelles peut-être on parviendrait beaucoup moins facilement en 
employant les voies ordinaires. 



GEOMETRIE. 

Théorèmes relatifs aux polygones réguliers y 
Par feu Français , professeur aux écoles d'artillerie. 



Ll c ité fait mention , dant le IV.* volume de ce f ecoéîl ( pages 70 et i33) 
d'une, communication faite par M. Legendt^ it lêu M. Frariç^s , au sujet de la 
nouvelle théorie des imaginaires de M. Argand, Ce ^n'on va lice est la suba- 
tance d'une téponse i cette communication, datée de La Fère, 7 novembre 1806. 
Ml Frjnçuîa mande k M. Legendre qu'il était , dèi l'an X , en potteMion des 
théorèmes que sa lettre renferme , qu'il en supprime les démonstrations , pogr éviter 
les longueurs ; mais qu'il pense qu'elles doivent ae rattacher facilement i la nou- 
velle théorie. Il termine ainsi : 

M Je suis intimement persuadé que la Giùmitria Je position va enfin voir le 
n jour. Depuis X<eibnit£ , plus d'un »ècle elle fut annoncée aux savani. C'en est 
M faii, je croîs, elle va naître ou elle est née : gloire i son auteur », 

Nous aurions pu tenter de donner les démonstrations de ces théories; nous 
avons pensé ^u'U était plus convenable de laisser au lecteur le plaisir de les 
découvrir. 

Dans tout ce qui va suivre , nous représenta rons constamment 
par St , Si * S, ,.... les sommets d'un polygone rëgulier; G sept 
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soa centre ; r » r' seront respectïvemenl les rayons deâ cercles cir- 
eonscrit et inscrit ; P sera un point placé à une distance a du centre , 
et dont nous ihdiijuerons la situation dans chaque cas ; m et n 
seront de^ nombres abstraits , entiers et positifs ; et w sera la demC- 
circonférence du cercle dont le rayon =i. Nous ferons connaître 
lies autres- notations \ mesure qu'elles nous seront nécessaires. 

THÉORÈME t. Dans tant polygone régulier da m sâtë» , oh: 
le point F est quelconque; n étant <'» ; on a: 

PSI."4-PS"+PS"+. 4-PSr= 7 /o»'— 3tfrCos.^-fr')*.d>î 

l'intégrale étant prise , dans le second membre , depuis ^=so jiu-' 

Corollaire I. P et P' étant deux quelconques dès pointa de I» 
«irçonférencc d'un cercle- concentrique à notre pory^ne , et a étanb 
toujours <fn;on. a 

psr+psr+ — +pir=pi!"+pi"+ +p^r- 

CoToUaire U. Deux polygones régiilïers S,S,S,..5^ , S^.S'.S'j "-^i^ 
iltant inscrits au même cercle ; ai l'on a.n<in et a'<iR ; on auia^ 
'W étant quelconque- 

psr+psr+psr+ n-pir . 



PS/, H-PS^. -f-PS', +....+PS/J 
Ceroilaire 211: P étant toujours quelconque ; aoit meneau ceiclir 
mrconscrit le Myon CD , perpendiculaire à CP ^ «t soient ÏpinlL 



BD., 



PS.+PS,+PS'-|1 +PS;=m . PÔ". 

Sorottaife IV. P étant un quelconque des points de la cîrcon*^ 
iërence- du- cerde- circonscrit au polygone , et a étant teujôorç. 
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- ?§: +pi:"+.ps; "+..... -i-fC^ -tX^r' -'"''^" • 

Corollaire V. P étant encore quelconque sur la circonfërence da 
cercle circonsctit , et 2/n jetant le nombre des côtés du polygone -, en 
supposant toujours n</n ; on aura 

THÉORÈME U. P lilant toojours quelconque, sur la circon- 
férence du cercle circonscrit , et Je nombre jdes côtés du polygone 
^lant 3ni-)-i ; quel que soit le rapport de m à n ; on aura 

(in+i) C»«+i). . ïio+ij 

PS. +PS, +.«.H-PS.„+. 

=PS, -i-PS, +.-.+PS,« . 

THÉORÈME U. Deux polygones réguliers S.S.S, ....S,«+, et 
S'.S'jS', ....S^,„_, . de am+i et am— i côtésélant inscrits au même 
cercle ; et P , P/ étant deux quelconques àes points de la circonférence de 
ce cercle ; PQ étant la corde qui div'ise l'angle S^PS^,^, en deux 
parties égales-, si l'on a a/i<3OT— i , on aura 

{Ps!+î^r+.--+PsIli-{pi^+P^r+-.-|-P'S'.--.!=PQ"' 

THÉORÈME IF. Deux polygones réguliers»,. S,, S,....S,^ 
et S',S',S',..-S',M-.», de am et am^a côtés éMnt inscrits au 
■lÂme cercle ; et deux poûits P , P' étant pris quelconques sur la 
circonrérence do ce cercle ; en supposant n<am-— i , on aura 

{psr+psr+..+psrm}-ip^+p^r+-.+p^^^^ 

THÉORÈME F. Le point P étant quelconque , et m étant le 
nombre des côtés du polygone ; soît AB le diamèlre du cercle 
circonscrit passant par P ; soit pris , sur la circonférence de ce 
^rcle, il putir do point A, un aie AE=^m.AS, ; ai de plus on 
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prend sur ce diamètre 'AB , ou sur son prolongement i un point F! 

tel que Ton ait CF= , et si enfin on joint £F » on aura 

PSt.PS,.PS,.....PS„=EF.r*-» . 

Corollaire I. Le point P ëlant pris arbitrairement sor la direction 
de es, ,et le nombre des câtés du polygone ^tant toujours =m ; 
on aura 

PS, -PS, .PS, PS„=±(r"— û") ; 

suivant que le point F sera Intérieur ou extérieur au polygone. 

Corollaire II, Le point P étant qnelconque , sur la circonférence 
du cercle circonscrit, et /n étant le noretbre des côtés du polygone j 
si l'on prend, 1 partir de P, l'arc VSfi^m .PS» , et qu'on mène 
ia corde PG ; on aura 

PS, .PS, .PS, PS^^PG.r""-» . 

THÉORÈME FI, Tout étant ici comme dans te TAéor. T, À 
ce n'est que le nombre des côtés du polygone est supposé :=3»t^ 
si l'on prend ^ sur la direction du diamètre AB , un point F^, aussi 
éloigné du cenUe que l'est le point F , mais du côté opposé ', ea 
joignant F^£ , on aura 

PS. .PS, .PS, PS,,_,=EF.r"'-' , 

PS..PS^.PS« PS.« =EF'.r"-' ; 

fc» point» F, F' étant tels que CFs=CF'= -^; ellepoiolEétanl 
tel que l'arc AS,E=:m.Xs,. 

Corollaire J. Deux pointa P , P' étant quelconques, sar la cir- 
canfe'reoce d'un cercle cx)nccntrique à un polygone régulier de 2m 
c^tés i on -a ' 

{PS..P8,...PS.„.,i'mPS..PS..,„PS.„î> 

=(p«,.P'S,_..i»s,„_,j(+!P'S..P'S^...P's,.i- . 

Corollaire JI. Le point P étaat quèlcon^ucV sur la direction de' 

CS.i 
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es, ; suivant qtie ce point sera extérieur eu întMeur an polygone, 
supposé de 3J71 cdtéa, on aura 

PS, .PS, .PS, ps.„.,=±{cp"— cs^! . 

On aura auisi , quel que soit P stif C5, ^-^ 

PS».PS,.PS««...PS,„="^'"+ci7 . 

CoroUaire Ht. P et P' étant quelconques sur la direction de 
■GS, et am étant toujours le nombre à^^ côlés du polygone ; on aura 

PS,.PS*-....fô.„+PS, .PS, FS.™_, 

=P'S. .P/S<.....P'S,«±P'S. .P'S, P'S,^_, , 

lec signes supëiieurs devant fin-e pris dans les deux mem^bros ^ sï 
F et P'' sont intérieurs au polygone ; les signes inférieurs , s'ils lu* 
sont tous deux extérieurs ; enfin le signe inférieur du premier membre- 
derant être pris arec te sfgne supé'rfeur du second , si P est exté^ 
rieur et P' intérieur; 

Corollaire IV. Deux polygones réguliers d'e zm côtés étant con- 
centriques, et ayant leurs côtés respecliTemont parallèles ; et P étanft 
çielconque sur Ta dîrecllbn C&^,S, ; an aura' 

PS..PS,....PS,„±PS..PS,....PS»„._r 

=PS/^.PS'4....JPS'^±PS'..PS'^....PS',™_.. ; 

Ijes signes supérieurs devant être pris , dans les d'eux membres^ 
si le point P est extérieur aux deux polygones ; les inférieurs ,. 
s'il est intérieur à tous d'eux ; enKn , le signe supérieur du premiec 
membre devant être pris avec l'inférieur du second- si le point- F 
tst situé entre les deux polygones; 
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Dans tout ce qui va suivre H, , H, , H, SMoot lek pieds 

âes pcrpendiculair«s abaissées du point P sur les direcllons des côtéa 

S, S,, S, S,, SjS^ , respectivement; T, ,T, , T, , seront 

les poiiits de coatact des mêmes côtés avec le cercle inscrit. 

THÉORÈME VU. Le point P étant quelconque, et le nombre 
des côtés du polygone étant /n>n ; on a 

fÏÏl+PH',+?H"+ ■— +PhI= ^ /(r/— flCos.^)"diï -, 

l'intégrale étant prise entre fi=o et fi=w. 

Corollaire I. P et P'' étant deux points quelconques d'une cir- 
conférence concentrique à un polygone régulier , dont le nombre 
des côtés est »»>«; on a 



PH.+PH,+PH,4-.-.H-PH„=P'H.+P'H.+P'H,4- +P'H^. 

'Corollaire II. Le point P étant toujours quelconque, e\m,m' 
étant les nembres de côtés de deux polygones réguliers circonscrits 
AU même cercle ; on aura 

PH^+Ph'+Ph"-!- +PH^ „ 

ph'",+ph%+p¥';+....+phC '^ 

Corollaire III. Quel que soit le point P et le aomlire m des 
côté* d'un polygone régulier ; on 9 

PH,+PH,+PH,+»... +PH,^m^ , 
£orollaïre ÎV, P étant quelconque sur la circonférence du cercle 
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hucrit et le nombre des côtés du polygone ëtant toujours m'>n\ 



— * — " — ff ^— B i357 ....fan— Il 

PH, +PH. +PH, + T-PH. = ."34.„1,„ ■'"'•'' ■ 

Corollaire V. P ëlant toujours- sur la circonKronce du cercle 
inscrit , et le nombre des côtés du polygone étant encore m >n ; 
«n aura 



PT. +PT. 4-PT, +,-+P'rm 
PH"-f-PH".H-PÏi",+ +PH« 



rM" . 



Corollaire VI. Tout étant comme dans le précédent corollain?, 
on aura encore 

PH, +PH. H-PHj + 4-PH„=— - y r Cos.- ~Cos.M .d^ j. 

r étant le rayon du cercle circonscrit , et l'intégrale devant être 
prise entre (S=o et ^=w, 

THÉORÈME, FUI. P ëtanl quelconque . et m étant le nombre; 
de< côtés du polygone; en posant l'angle PGT, = « , on aura 



;r«r 






PHj.PHj.PH, PH, 

+ 






COToUaire I. Si , par un point P extérieur à. un polygone régulier 
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àe m cèU$ on mine aa cercle inscrit une tangente PT , le 
touchant en T ; en posant l'angle CPT=2|9 , et conscrïant k » 
sa précédente valeur; en aura 

PH, .PH..PH, .«..PH^=4(ï^)'"Sinjn(— ^)Sin.m(.+^) : 

Corollaire IL Si le point P eet au contraire întërieur au poly- 
gone ; en élevant à CP en P une perpendiculaire PK , terminée en. 
K à la circonférence du cercle inscrit , menant le rayon CK et 
posapt l'angle FCK^2^ ; oo aura 

PH..PH,.PH,...PH^(ia)'"{Tang."'(>-^>fCot."'(;— ^)-aCos.2m.} 

' Corollaire III. P étant sar la circonf^ence du cercle inscrit \ on a 

PH,.PH..PH, PH«=4(7rO"Sin."m«. 

Corollaire IV. Si , au contraire , P est 9ur la circonférence da 
oercle circonscrit j on aura 

PH. .PH,.PH,;-..PH«=w4(ir)"Co8.'m- : 

'Corollaire V, Deux pol^gonfs rëgaliers de m câtés étant l'ait 

S,S|S, S„ circonscrit et l'autre S'.S'tS', S'« inscrit k un 

même cercle , d'un rayon r, de telle manière gue leurs côtés soient 
respectivement parall&les ; et P étant un point quelconque de la 
pirconférence ; on 9 , abstraction faite des signes des perpendiculaires y 

PH, .PH, .PH, ....PU«+PH',.PH',.PH', ....PH'^s^Cfrr ^ 

Corollaire KL Si , au contraire , le^ «omnieu de Twcrït r^pondepi 
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AUX minetix des càtds du circonscrit ; on aura ; eu fusant toujoun 
abstraction des signes des perpendiculaires, 

PH, .PH,.PH, ....PH«!=PH',.PH'..PH', ....PH'„; 

Corollaire VU. 1^ point P étant sur la circonférence du cercle 
circonscrit à un polygone régulier de m côtés ; on aura 

tfs..P5,.rs,.-PS„)* _ 

PH, . PH, . PH, .~. PH„ ^ ' * 

THÉORÈME JX. Les cdtés d*nn polygone régulier de m cAtéa 
iétant prolongés jusqu'i la rencontre d'une tranéversale quelconque 

en L, , L, , L, , L„ ; et U perpendiculaire CP abattsée du 

centre du polygone' sur cette jdroite éitant auppoaée ï=o; en déai' 
goant toujours par 2« l'angle "J'CV Corme par CP avec le rayon 
CT'=r' du cercle inscrit qnî se termine au joailieu T' du premier 
4^ôté SjS,; on aura , si w es^impaïj:, 

PL.JL..PLp-PL„«g^{(V^P+ï+V^?=S)*"+Cv^î^-7/=^*"-âC2flrCosJm 

et, si ffl est pair^ 

jL..PL..PL,-.ï*t«=^^^^ÎCl/?M^+/^^)'"+(l^î'^-ï^î'=^)*"^-^C^*)"^ 

abalracUon faite des signes. 

Corollaire I. Si la transversale est fangente «u cercle inscrit ; et 
sî, ayant pris l'arc PT'OS=s;n.FT', on mène par £ une tangente 
£L } rencontrant la transversale en X i en iaiaant toujours abstraction 
des signes , on aura , si m est pair , 

PL,.PL,.PL,...„PL«-7r î 
|t si m est impair, 
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PL..PL..PLj PL^^PL-r^"-' . 

CoTOÎlairn II. Si la transversale est tangente au cercle circonscrit 
en P ; en prenant, à partir de P , l'arc PS,E;:=mPS, , menant 
au. cercle , par £ , la tangente EL y rencontrant la transversale en 
L \ on aura , toujours aWtractioa faite des signes , si m est impair > 

PL,.PL,.PL,.,...PL«=PL.r"-' t 
tXy 91 m est pair, 

PL..PL,.PL,-...PL„=sE]*.r^— . 

Corollaire III. Enfin , la transversale ^tant supposée passer par 
le centre du polygone -, si par l'un M de» points où rette droite 
coupe. le cercle inscrit, on mène à ce cercle une tangente perpen- 
diculoiré à Is transversale ; et si , après- avoir mené le rayon CA. , 
parallèle à ceUe tangente , et pris l'arc AT'E^m . AT'=m';«— MT') , 
on mène le rayon CFN par le milieu F de l'arc AT'E , et pro- 
longé jusqu'à la rencontre de la tangente en N ; oa aura, en faisant 
«ncor,e abstraction des signes , si m est impair , 

PL..PL..PLj....PL„=CN.(arO''-' -, 

et ^ si m est pair ^ 

PL. .PL, .PL, ....PL„=Cr«* iirff-*. . (") 



(•) 11 uralt curieux de rechercher lî les polygones iloiUi de M. Poinsot , ou 
même ceux qui POl éti «nuWrfrJs paf M. Ai-gsnd, i^'u page 189 de ce volume , 
ne jouissant pas de ^uel<]ijes pri»pri^t(!« analogiiee ; en sujifosant toutefois , pour 
ce» derniers, ou que leurs sommets ..sont urnfonndment 'distribues sut «ne cir- 
conférence de cercle , ou que leurs côiés sont tati^ens à un même cercle , et 
•nt leurs points de contact «veclui uniformément dislrîbués siir la circonférence.. 

j. jb. G. 
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QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solutions des deux prohîèmes de géométrie proposés 
à la page 172 de ce volume j 

Par M. Bret , professeur de mathématiqnes à la faculté 
des sciences de l'académie de Grenoble. 



ôoiENT X , y , z \es coordonnées du aommet d'un angle trièdre, 
rapporté à trois axes rectangulaires ; et soient JT , Y ,-Z \ts coor- 
données courantes dans l'espace. Soient les coordonoéetf des -arêtes 
de l'angle trièdre ainsi ^u'iL suit : ] ' 

r^y+hr , Y=y+h'r' , r-y-{-b"r" , ! (i) 
^=«+rr , Z^^z-^cfr' , Z=z4-£"r" i ) 

aous . aurons , entre les constantes , les équations de <:ondUioji 

a *+J •+<: »=i , ^ 
^"4i"H-^-=i f (a) , 

Si l'angle trièdre est irî-rectangle, on aura ^ tn «ytre - 

aa' -\-hh' -^-ceZ—o ,. 
o'a"'\-h'y'-\-c'c"^o , J (3) 
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Il eâf JaîUeufS connu qu'à ces relations on peut substituer , CMum« 

^uÏTalentes , les relations que voici : 

a-+a"+a'"=, . J ic+fc'+i'V'na , V 

f+l"+i"-=i , I (4) M+c'o'+c"<i"=o , j (55 

c'+c^+c/'-^i . ) <i}-(-a'*'+o"*"=o . J 

tt ^u'oD en peut encore , entr'autres , déduire les suivantes : 



'•(65 



"Les '^qnatSons des faces db. l'angle tritdre sont 

*St , entre l'es trois ^q,uations de fibacane d'elles- on>^liniia« le» deux- 
variables qui leur sont communes , on trouvera pour nouT«lles équations- 
de ces mâme» face»» en ayant égard- aux reltitions (5) ,. 

" (x-"»-» (y-y)+c (:z-z)=o , 1 

c (X-xH-l' (r-yy+c CZ-z)=o , ((7Ï 
a>xx.-i)+i'\r—f)+c'XZ—z)=o , \ 

Ces ubose» entendues ,■ nous pouvons procéder & la solution des- 
deux questions proposées. 
JPMOBIÈMR J. Qu/li mrfaoi Mcrit U tommtl iun mgle 

■ triidrt: 
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triiàre tri - rectangle mohiU , dont les arites sont assujetties à 
toucher perpitueUement une surjoch 'Jise du second ordre ? 
Solution. Soit ^ 



l'ëquation de la snrface fixe do second ordre. En la combinant (i) 

STec celles de l'arête r, pour ëlimîner^, Y. , Z ; exprimarU^oe 
f^qaation résultante du second degrë en r a ses, deux racines égales, 
«t posant, pour ^réger, 

Jx^Af^D , D'^AK=Zy , 

Cz-^Os^F. y F'~CK=sF' . 
OB «ara 

D'a*-^E'i*-^F'c'+2EFic+iFBca-^2DEai=o : 

On exprimera donc que le* trois arétc» sont tao^ntes \ la.- satfâq^ 
courbe , en écmaot 

D'à r-^£'i '-^F'c *+^FS e +af2fc « -^iiDEa i ~o ; 

Diaf ^+Z/J/ »4./'V »+3£F*' tf/ +aFIV a' -h^DEa' ^ ==o ,. 

en ajoutant entr'elles ees trois équation», et ayant égtrd aux fc^ 
tioDS (4) et (5) > il Tiendra 

«lest-li-dire'; 
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au enco» 

<y«»-M')MrtBf+*l'+(C<+C');, , 
~(A+B+CxAx'+Bf+Ct^-aA'r+iB'f+aC'!i=» , 
4>a op&fk i en, développant et màçfapMl . 

Telle est l'équation de la surface chercliëe. 

PROBLÈME II. QasUe surface décrit U sommet d'un angïe 
trièdre tri-rectangle mobile , dont les faces sont assujetties à itrt 
perpétuellement tangentes -à une mému surface dimnée du second ordre ? 

Solution. L'équation du plao tangent à la surface (8) , ^ xoi 
point de cette surface dont les coordonnées sont X' » Y' , Z' , est 

^let trois coorâonnées.^, V, Z' étant liées entr'eHed par la relatisD 

AX"'^BX"-^CZ'*-k-%AiX'\-zB'Y'-\'lC'Z'^t> , 
laquelle peut être écrite ainsi 

Mtît i^éipmion do plan.de. U &>oc rir*^ «>t.(y); 

SI, donc on veut exprimer que cette face est tangente \ fa surface 
du second ordre, il faiidja-^ceife' qM» Ibs équatinns (lo) et (la) 
ne durèrent au plus que par un faeteur, ce qui donnée*' 
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IIb éUmioaM X , V y Z' , \ tnlM Ma qoMic <(|uuki*s ut Vinilh 
■tàatt (il)» et poMbt, poor abi^ger, 

;,tr+^'=D , BCD—K!=ly , 
Bc+BÏ=E-, Cffi'— «:=» , 

on obtient aisément 

JUîn donc qne les' tcois tàce$ dç fangU trîidfc aoteot tangentes 1 
la surface courKc , on devra avoir 

Bay^]/ '+CAm' '+jaFtf»+iABCiAEn'c'+BFDc'a'+CDEa'y>=o f 

En prenant la sonoA de cea ttleu ëfuatktat , et ayant égard aux 
relation! (4) et (5) , il vient 

c'est-Wice , 

ou encore 

B"C'(>to+-<')>-l-C'-l'(Br+BO'-M'B'(C«+CT 

ou enfin , en développant , ordonnant et réduisant , 



CT 1 
} = 
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=(B+0r('>+(C-M)B»+c^+B)O . 

TeHe eat donc l'ëqualion de la surface cterchëe. On Toit qae cette 
«urface est une sphère ; et, en écrÏTant son ëquatiao sou» cette forma: 

r+Tj-H'^^Ti+h-i = ABC \ -:r+^+-c-s' 

•n voit que les coordonnées d& son centre sont 
^' » Q 



«t <^e son rayon est 



QUESTIONS PROPOSÉES. 

PrfAièmes dt Géométritfi 

1, yJn donne Tes distances d'à centré du cercle circonscrit à on 
k-iangle à ses trois eûté», et on demande de ccmstrnire te triangle? 
.11. On donne- les dbtances du ceaite dn cercle inscrit i ua 
trianglf ^ ses tioU sommets ^ et oa demande de constiuize la- 
tEtangle ? 
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GRANDEUR ET DIRECTION DES DlàMÈT. PRINCIP. 35; 



GEOMETRIE DES COURBES. 

Essai sur la recherche des grandeur et direcUon de» 
diamètres principausc , dans les lignes et surfaces 
du second ordre, ^td ont un centre i 

Par M. Bret, profes«eur de mathématiques à la faculté 
dea sciences de l'académie de Grenoble. 



VpIn s'est servi pliuîeur9 fois \ avec avan(age , dans ce recueil , ^e 
la prt^riëté de maxîma et de minima dont jouissent les diamètres prin- 
cipaux, dans les lignes et sarfaces du serond orJre qui ont un centre ^ 
pour la recherche des grandenr et direction de ces diamètres. Nous nou» 
proposons de inonirer ici que , par des considérations plus ^létnen^ 
taires , on peut parvenir au miiae but , d'iine manière toi>t au 
-moin» aussi simple. 

I. Soit l'équation 

n est connu, et D est dViUeur» facile Je d'émontfer f."' que', ^ 
foD a 

£*-~ah<o » (2) 

cette équation n'exprimera absolument rîen ; 2.** qu'elle exprimer» 
le système de deux droites se coupant' i l'origine , s{^ l'oa » aw 
contraire 

«"— o5>o ; (3.) 

3.* qa'enfin , dans 1« cas parllculiar au l'an-, aurai 
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358- GRANDEUR ET DIRECTION 
^— tfj— o , (4) 

les deux droites se confondront en une seule, donnée de direction 
par l'une ou l'autre. des deux ëqualioiK eguiralentes 

■■-■■■■ \ (5) 

lesquelles en effet , par rélimmalîon de x «t y , reproduÎMnt la 
relation (4)- 

Gela pqië-; soit 

^s'+By'-i-2Csy=D (6) 

l'équation d'une ligne du second" ôrdcé , ayant son centre ^ l'ori- 
gine des coordonnées , que nous supposons former entre elles un 
angle y. L'équation d'un cercle ayant son centre à l'origioe et son 
rayon égal i r sera 

x*+y*-{-2syCos.Y=r* . (7) 

Ce ctlrclc coupera la courbe en . des points dont r exprimera la 
distance ii l'origine. 

Soit prise la différence des produits de l'équation (6)- par r* et 
de l'équation (7) par D ; nous aurons ainsi 

{Jr^—D)x*-^{Br*—D)y'-\-2(€r*—DCos.y)xy=.o , (8) 

ëquatîon qui , ayant lieu en même temps que (6) et (7) , doit 
appartenir ii une ligne contenant les points d'intersection de celles 
qu'expriment ces deux-là. 

Par la comparaison de (1) et de (8), on a 

a=Ar'—D , b=jBr*—D , c=tCr'—DCoa.y ; 

d'oii il suit 1 ." que , ^i l'on prend (2) l'arbitraire r de telle aorte 
qu'on ait 

(Cr*—DCoaiyy~(Ar'^^DXSr'^0)<o , (9) 
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l'équation (8) n'exprimera rien j et par conséquent le cercle (7) ne 
coupera pas la courbe (6) ; 2..* que ; sî au contraire on prend (3) 
l'arbitraire r de telle suite qu'on ait 

(C-r*— 2?Cos.y)*— C^r'— Z))(fi/-'— Z>}>o , (lo) 

cette équation (6) exprimera te syslèmc de deux droites se coupant 
\ l'origine , lesqueJles contiendront les quatre intersectibns de la 
courbe (6) avec. le cercle (7) ; -3.°, qu'^fin , dan» le cas .pacliculiet 
(4) où l'on prendra l'arbitraire r de tçlie sort.e qu'on ait ■ 

- (O-*— ZïGôs.y)»— (^r'-iJX^/-'— /?) = o , ■ (it) 

les deux droite» se confondront en une seule ; de sorte que le cercle 
tODcbera simplement la cotirbe. 

Or. il est visililc qu'alors cette droite'timque deviendra l'un ou l'autre 
des diamètres principaux , et qae r-Sera la longueur de la moitié 
de ce diamètre ; ainsi , ]es longueur» des dcmî-diamètres priacîpàux 
Sont donnes par l'ëquation '(1 1) qui, d(iveloppée , revient à 

C^*-^5)/-*-f-2)(^+ff— 2CCos.>.)r"— i?'Sin.V=o ; 

et leur direction est donnée (5) par l'une ou l'autre des^ deux, 
équations équivalente» 

(^/•'— i))*-f<Cr'— DCo5^y=o ,, 

(.fiy*_Z%+(Cr*-^2>Co3.y)«^o . 
Sr^ dans l'ëquation (8) , on supposera os, cette équaliotl devient 

et exprime consëquemment le' système de deux- droites coupant lai 
courKe (6) à une distance infinie ; mais ; poof eela ,. it* faut qa'onrait 

aînsr , c'est là le seul cas où. cette courbe guisse avoîv- des asymptotes^ 
IL Soit l'ëquatioiv 
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Il est connu, et il est d'ailleurs facile de démontrer que « suivant 
que la fonction 

abc —aa'*—hh^-'Cc'^-\-%a'h'(/ (2) 

sera positive ou négative y Uéquatîon (i) n'exprimera absolument 
rien, ou exprimera une surface conique ayant son centre & rorigîne; 
et qu'en particulier , lorsque cette fonction sera nulle , la surface 
conique dégénérera en une ligne droite , donnée par le syitâme de 
'deux quelconques des trois équations 

hy-\-e'x-\-a'z=iQ , > (3) 

donc chacune est en effet comporta par les deux autres , toutM 
les fois que la fonction (2) est nulle. 

Cela posé ; soit 

Às*-{-By*-\-Cz*-^zA'Yt^3B'zx-^zC'xy=D (4) 

l'équation d'une ligne du second ordre , ayant ton centre \ l'origloe ; 
1m coordonnées faisant entre elles les angles que voici : 

Ang-Cr.')--, Ang.(z,x)=^, Ang.(4r.j')=r - 
L'équation d'une sphère ayant son centre à l'origine et son rayon 
égal à r sera 

*'+J''+-8*-*-3/^Co».«4-W*Cos.^+2a;j'Cos.y=:r» . (5) 

cette iphire coupera la surface courbe suivant tous ceux de ses 
points qui seront à la distance r de l'origine. 

Soit prise la différence dés produits de l'équalioa (4) par r* et 
de l'équation (5) par D; nous auron* ainsi 
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C^r»— ZïU'+aC^V— ZÏCos.-Jj'z J 
+(Sr'-D)y*-{-2{Bfr*~DOys.ii)£» ! =*o » (6) 

+(Cr'— iïJz'+aCC'r'— DCos.y)4:y ) 

équation qui, ayant lieu en même temps que (4) et (5). doit, ea 
général , exprimer une surface qui passe par la commune sectloa 
des deux premiers. - 

Par la comparaison de (i) et (6) , on a 

h=Br*'~D , ^=£V— DCos.^ , 

d'oi^ l'on voit que , suirant les diTersea râleurs qu'on roudra assi- 
gner à r , l'équation (6) pourra être'; absurde d'elle-même , où ex- 
primer une surface conique ayant son centre à l'origine ^ laquelle 
passera par l'intersection de la sphère avec la surface du second 
ordre. En particulier , celte sphère deviendra tangente à la surface 
(i), et la surface conique se réduira i une droite (2) , lorsqu'on aura 

C^r»— D) (Br»— 1>) tCr»— DH-aC^f»— DCoM) (&»•»— DCos. «(Or»— DCw.r) 

<-C-<r»-Z))(v<'r>-DCoi.«)»-(Br*-D)(B'/-»-DCoî.^)-CCr»-D)(C'r*-DCo».)')'=o. 

Or , il .est Tisible qu'alors cette droite unique deviendra l'un dea 
diamètres prlncipaui , et que r sera la longueur de la moitié de 
ce diamètre ; ainsi ^ les longueurs des demi-diamètres principaux sonfc 
données par l'équation (7) qui , développée revient i 

{ABC-AAf*-BB'*~'CCf*-^2A'B'C^r* 

1XBC~J'*)-^2(B'C'^AA')Cos.m 1 P 

-i-{CA^B'')-\-2{C'A^—BS')Cos.fi l T* ^ 

+{AB^Ç'')+2XA'B^~' CCOCo^Y J a 



<7\ 
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t^Sîtl.»-— 3^/(Coi5 «— C0S.^C0S.y) \ 
+CSin.\—2Cf{Co>.Y—Cos.»Cos.fi) ) 
—. D*(i— Cos.»*-Cos.»iiL— Cos »X+2CoS.*C0S.(!C0S.y)=O . 

et leur directîoiy est donnée (3) par le concours de deux quelconque* 

de& Iroia ^gualionx 

(Jr*—D)a+{B'r'—DCos.is)z-h{Or'—DCos.Y)y=:o , 
(5r»— I>)/+(CV-i?Cos.v>+(^'r'— Z)Cos.-)z=o , ■ 
(Cr*~D)z+{A'r'—DCo3.i}Y+iB'r*~DCos.fi)x=o . 

En raisonnant comme nous, l'avon» fait ci-desaus. oa troUTei^ 
que l'ëquation 

■en celle de la surface conique asymptotïque de la surface proposée ; 
mais que , pour qu'elle puisse signifier quelque chose, il faut qu'on ait 

ABC'^AA^'~BB'^—CC"+24^B'O>0 j 

ainsi' , ce ca.s est le seul où la. surface proposée ait une surface 
conique asytnptotique^ 

III. Quelque simple et élégante que puisse paraître la précédente- 
valise , noas pensons qne ,. dans, un traité élémentaire de gëoméliîe 
analïtiqQe , on doit lui préférer encore- soit la discussion donnée 
■^ar M'. Dergonne , h la page 6 1 de ce volume , soit celle que nous 
avon» donnée -nous-tnéme , par la transformation des coordonnées , 
(' tome 11 , page 33 , et tonne- IV . page 98 ) ,. et où nous ayons 
fait connaître pour la première fois l'équation qui donne les longueurs 
des diamètres principaux des surfaces du. ucoad ordre, en fonctioni 
âka, coeiEciens. de l'équaUon primitive^ 
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FONCTIONS EOGAHITHMIQUES. SBS 

■ ' t ■■■■'■* : ■■',■' ,'Pi.i, i .l y .1 1 ' 1' !^ 

ANALISE TRANSCENDANTE. 

Uéiisîcppemmt' en séries des Jonctions iogarithfniques 
et eacp&nentielles j 

Far M. Gergohke. 



J'ai donne, dans le troisième vohmie de^ ce reeuçil (page 344 )*> 
une méthode de développement des fonctions circulaires en séries qui 
me semble fort courte et fort simple. Je me propose Ici de parvenir, par 
des moyens analogues, au développement des fonctions logaritlimiques 
et exponentielles ^ de manière que les deux articles pourront se senvr 
de suite l'un & l'autre. 

I. Le logarithme de l'unité étant nul , dans tout sysl&me logarith- 
mique , on est fondé à supposer , quel que soit s , 

A t B , Cy étant des coeffîcîens inconnus qu'il^s'agît de dif- 

terminer. 

On aura sembUhJement 
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subvtitaant drînc les valeara (i), (2), (3), il viendra, en diVisaDt 
les deux membres de l'équation résullanic par x—f , et en les 
mulllpliant par i-j^* 

. (i4-y)u+iîc*+r)+c(^+xr+j''H-i3(«»+*'r+^'4y)+M.} 

Dans cette dernière équation , ^ et / dcmeorant indéterminé et 
îndtfpendans, on peut lupposer y=f -> ®l'e devient ainsi 

.•Q k ea dëieloppant et réduisant , 

iB r »+3<7 1 »>+4i) t »'4..,...=» . 
+A I +3B I +3C I 
C* ^i donnera, \ cause de rindétennination de x^ ' '' 

iBJr A=o , 1 B=— Jy< , 

3C+jB=o , ^._^^ J C=+i-< , 
411+3 C=o , 

=o>) 

. juBstîtuant donc daiu (t), il viendra 

Dan» cet!» forninfe , J demeure arliitraiic ; naii cefa doit «Ire aTnsï, 
jnisqo'i raison du choix arkilraire de la base, à un même norokre- 
peut répondre nne infinité de logarillimes différens. 

Si , dans celte formule (4) , on change « en i—, , elle-deviendr* 

ï^-^='*{0'— ')—;(;»— 1)"+t(-'-0'-K*—')'+ ! • (5) 

Soil i la hase du système logarithmique , et soit successivement 

chan^ 



d'où ' 
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changé X f dans cette dernière formule , en pli et en y^T, elle 
deyicndra 

Lag.x=m4(i;^i^.)-;(P'î-.)-+KCî-.)'— ••!, . 

^=nAWl-^)-\i,^/l-^)•^-\<,^-b-îy .) ; , , 

foï on coadnra ^ en divisant , .. 

>. ((?i-.)-J((!''»->)"4-5(P'ï-0' — " . ■•■ 

l,og^= — . -— — — ;- i 

° (v>'<-.)-Hv!'*— )-+f(^— )'- 

expression <]iie l'on peut toujours facilement rendre convergente à 
ToloDté > en pi;^BaBl pour m et ;i des puÎHaoces' de- a dlon! degr4 
très-élevé. On trouvera , au surplus , dans le premier volume de 
ce recHcil (page i8 ) de très-smples dëielop^emcns sur le' parti 
que l'on peut ùm de la fot'mule (4) > dans le calcul des tables 
i» logarithmes^ . 

W. Le logarîtfime f de l'unité ^lant nul, dans fout système de 
logarithmes, o>n est fondé à supposer,' ([uel que soit Xy 

«=i+^I^^H:-5Log.^*-fCLog.V+..J.' (6) , 

■A t B y Cf ëtant des coeffîcieos inconnus <^u'il s'agit de déterminer; 

On' aara semblablemcnt - 

jf=i+^fl^g,>'+JîLog.'jr+<Xog.'y+.* (7) 

«t ,-.■•,» 

-=:i+^Log.-+fîLog.'-+CLog.^-^+.„ ^ 

y ■ . j! ■ y ■ 7 : .. . i ' ' 

série que l'on peut encore icmt ainsi ■■ y -, -^ . ;, , 

- =i+/(tI^g.*-l^S.i')+5(Log,*-Log.r)HC(I^S-*-Log^xy-|'--" d) 
'lins •» * 

*-3'=y(7 '—)■!■ '■ 

snBstituant donc les valéara (6), (7), (8), il viendra, en d'irfsant 
les deox^ membres de l'ëquatioa riisuitante par lj<fg,*-^ijog.y , 
Tom. r. 49 
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^-t-B{Log.*+log.j'î+C(Lo6.'*4-LogjliOg.y4-I/>g.»+.-..: 

=/,^+fiCLog.i-Log.r)+C,Log.jr-Log.)')-+ } . 

Dans cette dernière équation , jr et/ devant demeurer indëtèrmioés 
et indépendans, on peut supposer y^x','eUt devient ainsi 

A+2Bhag.x+3CLog.-x+0Log.'x+ — =Jx J 
AU, en mettant pour X sa valeur (6) et induisant, 
aflLog j+ îCUog.'x-i'ADLa^:'x+...... 

=A'l.ogut+ABLog.'x+JCljOf.'x+ ..; 

ce qai donnera , & cause de rindéleFntinatioa de jb , 

■I ■ 'La ; . 



d'oài 



4D~JC , 






Aobstitoant donc dans (6) t il Tiendra 

formule dans laqueHe A demeure ujùtraire i fonrU» même rasons 
que ci-dtssna. 

III. On se tmoperaît étrangement si l'on pensait qoe J'ind^tejv 
xniaée A est la même dans la formule (9) que daiu ■ la formule 
X4) i puisque ices deux formules ont été dëtennin^s indépendamment 
l'une de l'autre. Il existe néanmoins entre ces deux indéterminées 
une relation simple facile & découvrir. Obserrons pout xela qu'(»i 
Un des équations (5) et (9) ^ en changeant A en A' dans la première « 



^-«=^«^[1+'^+::^^'^ 



i^.^ 
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ee qui donne , en multipliant membre à membre , et supprimant 
de part et d'autre le facteur {s — i)Log.jr,. ,- 

,=^^'{,_K.-.H-K-.)--.....)l.+^+^+....|; 

faisant enfin , dans cette dernière- équation j:=t j on wnvera-i ceUe- 
relation sïmple- 

Amsî , l'on peut écrire* 

i-8*= :^5(*— )-;(*-0'+K*-')'- — I . ("o) 
"+~; ' — r> ' TU"*' ^"> 

Fs constante A ëtant alors la même dans les^ deux formules. 

Cette constante étant arbitraire , la supposition la' plus siijiple' 
qu^^tI puisse faire Jl soir ëgard.^st /^=r ; on tombe- alorS' sur leS' 
logaritbmes nèpérUns ou naturels. En. les- désignant simplement 
|iar 1 , on » . 

fc=(:,^,)_;(,_.)'+-;(jr_,y-,„.., oaj. 

«=i+-4-— +-^+.~... (i3) 

Sr, dans Ir dernière- de' cas deux^ formules ^ on ôbangie « enj*V 
J ëUDi lai basen £vat syistèm» ^aalconque , on aura< 

y=x-\ i h— 1+. 

' I. 1.3 i.a.3- 

Kn* déslgnatir par tf' la base dà' système- dc^ Népér^ eC'cliangeanC 
■'S' en e , dans- cette- demièrer fortnule ,- on aura-* 

«-=i+-+r^+^+ ' ' 

. . '. 1- 'l* i.a3-;' 
Si enfin' dans- celTe - ci on- faif jt^ r ,. 911- aura' , pour ' calculer là* 
base- e du systèm'e- de-' Nëper y cette- série* très-- commode- et trè»- 
■onTergéute , 
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QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solution du problème daîUage proposé la page 2Ç4 
de ce volume ; 

Par M. J. B. DURRANDE. 



ITROBLÈME. Deux poses contenant des volumes connus V, Vf 
de mélanges de plusieurs litjuides , dont le nombre et les proportions 
sont inconnus pour chaque' vase ; ne serait-il pas possible 3e cons- 
truire deur vases plus petits et d'une même capacité , tels ^i^en 
les emplissant' à- la fois' dans les deux vases donnés , et versant 
ensuite dans chacun le liquide extrait de l'autre , tes mélanges 
de liquidés contenu» dans les deux vases , après cette opération , 
soient exactement de mime nature ? et quelle devrait être pour cela, 
la capacité commune des deux vases égaux f 

Solution, Puisqu'on suppose les liquides exictemeot mélës dans 
chaque vase , on peut considérer les mélanges comme deux liquides 
de sature différente qu'il faut Joéler exactement , par ropératlon 
proposée. 

3oU Aan^ désignée pir. s la capacité commune des deux vases 
égaux et inconnus ; l'opératioa ex^ut^ , les yelumes dos deiw 
liquides contenus dans les ^^ux v^ses «eront 

( Premier- liquide. . . . ; . T«ij; ; 



Premier rase ( 
DeuxUme vaw 



Pc'uxi^me llquidç. .... j 
Premier liquide. . . ., , m 

Deoxième Kfmde 'i -f . . yj— 
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afin donc que.lei deux mëlaDges soient exactentfiit £aUs dans las 
mêmes proportions, on doit avoir 

d'oili OQ ti» 

■ vv^ 
*~ v+v ' 
ainsi la capacité commune des deux vases demandés est le produit 
des volumes des deux mélanges , divisé par leur somme. 
Soit V>V''; on a 

V— V V— v ' 

■ * V+V » * '^ •' V-fV'.' . 
£« qui montre que la capacité x est toujours plus grande que la 
moitié du plus petit des deux volumes donnés , mais moindre que 
ia moitié du plas ^rand. 

pans le cas où Ton a V^.=:y , on trouve simplement x^^^Y ; 
ce qui est d'aiUeu^ éyideat. 

On voi.t donc que Ton peut, par une .opération unique , mêler 
exactement deux liquides contenus dans deux vases di/Férens , lors- 
qu!op n'a pas la faculté de les verser jen totalité dans un troisième 
vase. Il serait intéressant d'étendre cette méthode à un plus grand 
noinbre de liquides contenns dans autant de vases. 



Solutions de deux des problèmes doptiqaepfojiosés à îta 
pa^e iQjS de ce volume \ 

Far un AborkjL 



Problème 1. Sw ■»» talie reetangtùmré donnée doÎ9ent être 
placées deux lumières de même intensiié , élefées iau-dessas de cette. 
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iaBr^ d'unB même quantiiè donnée, et qui doivent y être telUmait 
posées que leurs projections tombent sur la droite qui fOÛ>* *■*" 
milieux des deux petits côtés de cette table , et soient également 
distantes de part et d'autre du milieu de cette droite. On demande 
de quelle manière ces deux lumières doivent être placées-, i.* pour 
que le point le moins éclairé du bord de la table le soif le plus 
possible ? 3.' pour que le point le plus éclairé du hord de la tahlt 
le soit le moins possible ?" 

Solution. Soient aa Tun Jes long» côtés ^ sS l'un Ses petits cdt& 
de la table , c la hauteur commune des deux lumières au-desso» 
de >0D plan 1- et' z là distance commune- de leurs- projections au 
centre-, de la taWe. Pour plus de simplicité, prenons pour unité 
^Intensité ITntensilé commune de no» deux lumières et pour uniBÎ 
d^illuminaiîon la- cFarté que donne l'une d'elles à une' distance ëgala. 
à l'unité de longueur, et rappelons-nous que la' lumière, se propage 
•n ■ raison: inverse du- qnarré' des distances, 

Examinons , en premier lieu » ce qui se passe le long de- l'un' 
des petits, côtés de là table. Il est d'abord értdrat que son- milieu 
en sera- le point le plus éclairé-, puisque chacune des deux lumières- 
,acra: pliis voisine .de- ce- mtlîeU' que de- tout autre point du même- 
BorcL II est clair en outre que l'Illumination de- ce in£me bord ûra- 
•ans- cesse- en décroissant contmueiremeni , de part et d'autre de ce- 
Biliéu ; de manitee- qu«^ liM^ dav» «stc^mit^ dé Tun des petits côtés. 
tD' seront les point* les moins éclairés^ 
' ' L.'lltuitiiiiation^ du millâu dé Tua des petits côtés serat 



a(r'+flH^') 



et celle- dé l'une- de ses extrémités ser* 



(o: 



(^y 



Sii^poaon5~- acli^dlement que- z~ varie et voyons ce- qui en devra' 
aésuiter. SI d'aboid on avait z= oo , il est évident que le. milieu. 



yGooglc 



du petit cAté ferait la6nini«Qt .ptu -éciiûté , et ^a'îT'en serait de 
même de ses deux ««trémilé»-; mais *-â mesure que £ diminuera 
l'illumination deviendra plus yive -, .cependaqt ..çomiT^e «Ue illu- 
mioatioa redeviendta de nouveau iaiîniment-petite * lors^'on aura 
JC^ — œ , il s'ensuit ^u'enlre ces deux valeurs il doit s'en trouver 
4ine .qui donne .pour le milieu do petit côté , et consëijuemment 
aussi pour ses extrémités , un piasimam d'illumination ; et l'on voit 
même que ce maximum répondrait ^ JE^a , si l'on avait £=o t 
pqisqti'aloRS Tone des lumières se confraiidri)ît -A^'^c le .^îlieu-du 
jpelit cùlL 

Pour savoir à quelle valeur de z répond ..le ■ma^t/T^um ^ot 
il s'agit, lorsque r n'est point, nul., di£Férentions la formule (i) 
par rapport k cette T^riable z en divisant par dx ; nova trouveroas ainsi 

d'oji, CD égalant i séro. 

En rejetant tout emploi de signes qui rendrait iaëvîtablemeot £ 
imaginaire , ainsi que le double digne de x » la Mcêndè ^uatiiHk 
donne simplement 



=^ 



^a*»— l/**+OV^**-^' i 



et encore , pour que cette. raIeDr.,pnÎHe être admise * faudra-t-U 
qu'on n'ait pas sa < \^a*-i^'- -Ainsi , en devant au milieu de la table 
une perpendiculaire k son plan égale k la lu.ute.ur commune. dos 
deux lumières , il faudra que la distance de l'extf^mité de cette 
perpendiculaire au milieu du petit côté n'excède pas la longueur 
totale de la table , pour que cette râleur de x puisse être admise; 
Pour savoir présentement laquelle .de cette ..valeur ou de la valeur 
;t=o répond au maximum , passons it la diiférenliellfl «econde , 
^ue nous trooTeroDt être , en 1» divisant par de* , 
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J(«»-fa»-f«')«-4«"M* 

En posant £=o j, la seconde fraction s'ëranouU et la pienûin éevienl 

/ 4<"-^<''-h=')' . 
(014^)}- ' 

quantité nëgaiÎTC on paarirr* , suNant que 2a sera moindre on plas 
grand que ^a*-^> ^ ainsi ^ la valeur z=o ,, répondra k on masi^ 
mum ^ st la râleur 



est imaginaire; et cette valeur <=o rëpondsa à Qp minimatt, m» 
au contraire > l'autre valeur de z est réeîta. 
Si ensuite on pose 



=;^ 



(20— V'a'-H^)l/o'+c" , 
•u » ce. qui nVient »u même , 

c'est av contraire , la prepîàre fraction' i^ul s'éranouit , ta&dja q^ 
la seconde devient * 

^nantîU B^jftW OU />0j///>« ^suivant que aa sera pliia gran J ou plns< 
petit que i/ÏHp ; et comme , dans le dernier de ces deoi cas , la Ta- 
ie ur db a devient imaginaii-e , il s'ensuit que, lorsque cette valeuc 



r=^/5 



ttf possible j, elje Eépood toujours &. uo maximwn^ 



.Veicii 
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Voici donc de quelle manière variera rîllunitnatioD du milien de 
l'un des petits côtés de la table , et consëquemmeut de lou3 les 
points de ce petit cô\é , par suite des variations de la dislance 
commtine z des projections des deux lumières au centre de ce(ï» 
table. Si l'oD a 2â<f/â>-|^> ; ce milieu sera înBnitnent peu «éclairé 
lorsqu'on aara z^ oa ; la clarté qu'il recevrai augmentera ensuite de 
plus en plus , à mesure que z deviendra plus petit ; de manière 
qu'elle ^fera à Kn jntf^/jnu/n* lorsqu'on aura 2^0 ; z prenant ensatle 
des valeurs négatives de plus. en plus grandes, cette clarté dimi- 
ntma de nouveau jusqu'i ce qu'enfin, elle deviendra encore înfini- 
inent petite lorsqu'on aura z^ — ce>. 

Si , au contraire ,* on a 2A> \/a^^* ; la clarté reçue par le miKeu 
du petit côte de la table sera toujours la moindre posûble ou nulle , 
lorsqu'on f' aura z= oe ■ elle croîtra ensuite de plus en plus k mesure 
que X diminuera , mais de manière qu'elle aura atteint son ma^fi'- 
mum lorsqu'on aura 



= Z/(3a*-v/a»4-£*;/«»-t-r» ï 



elle décroîtra ensuite i mesure que z diminuera et parviendra iî 
son minimum pour z^o ; croissant ensoite d'e nouveau, pour s 
négatif; elle parrteitdra à un nouveau' flN»»ntt/o , égal au premier, ' 
lorsqu'on .aura 

apr^ quoi eRe diminuera de nooveaa CDminuelIement pour devenur 
encore nulle, lorsqu'on aura z^^ — a». 

Dans le caa particulier ojk l'on auratt a^^\/7t^ , les Jeux 

maxima se eonrondraient avec le minimum de part et d'autre d^uquét 

ils se trouvent en général symétriquement situés ; il» répondraient 

ainsi tous trois à la valeur x=o ; maïs II est clair que , danv Is 

Tomr V, ■ 5» 
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question qui nous occupe , cette valeur devrait élra jr^put^ Jonaer 
un maximum. 

D'après les formules (i) et (a), on voit que , lorsque 2=0, la 
lumière que reçoit le milieu de l'un des petits côtés de la table est 

^- • . (^' 

tandis que la lumière reçue par l'une des extrémitéi de ce petit cdt^ est 
Si au contraire on fait 



z=J/^{2a-^a-+c')y/a-+c' , (5) 

valeur extrêmement facile à coDStruire ; la lumière reçue par 1« 
milieu de l'un des petits cdtës de la table sera 



30(\/a»-K«— «) ' 



(6) 



tandis que la lumière reçue par l'une des ezlrëmitéa de ce petit- 



cAté Btn 



On Tott donc que , si l'on ne voulait avoir jgard qo^ l'ÀïIarrage 
des petits câtës de la table , on pourrait établir en principe que 
plus cette table sera longue relativement i la hauteur commune des 
deux lumières au-dessus de son plan , et plus aussi il faudra re^ 
tirer ces lumières vers ses extrémités ; tandis qu'au contraire plus 
elles seront élevées aur-dessus de son plan relativement it sa longueur, 
«t plus aussi il sera nécessaire de les ramener vers son centre. 
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Mais considérons prësenlement ce «jui se passera sur chacun des 
longs côtes de la table ; et remarquons d'abord que , si l'on avait 
z = d,;; c'est-à-dire , si les dcox lumières se confondaient, de ma- 
nière i répondre au milieu de la table » le milieu de chacun d« 
ces longs câlës en serait le point le plus éclairé ; tandis que ses 
autres points le seraient de moins en moins , à mesure qu'ils en 
seraient plus distans. Dans cette hypothèse * l'illummatioD du milieu 
de l'un des longs côtés serait 



ÎhT. ' (8) 



et quant à celle de l'une des ei.trémitës de ce long côté elle serait 
la mime que ci-dessus (4)< On sent par ]k que , tant que les 
deux lumières demeureront à une certaine pmyximîté l'mie de l'autre , ce' 
sera toujours le milieu de chacun des longs côtés qui en sera le 
point le plu» icliiré ; Undii ^uc l'illumination sera h plus ' faible 
pour ses extrémités. 

Supposons au contraire que i étant toujours fini on ait 2=00, 
il est clair qu'alors l'illumination do milieu de l'on des longs côtés 
sera nulle, tandis qu'il se trouvera^ de part et d'autre de ce inilieu ,' 
deux maxîma d'illumînatîon qui répondront directement vis-à-ris 
de chaque lumière, et auront l'un et l'autre pour expression 



et l'on peut inférer de U que (anf que Tes deux lumières' se fron- 
veront ï une certaine distance l'une de l'autre, il y aura att milieu' 
de chaque long côté un minimum d'illorai nation ^ compris' entre 
deux maxima symétriquement situés par rapport & fui', eC nioin» 
distans de ce milieu que les points du long bord qui répond di' 
feclemeot & chaque lumière. Au delà de ces maxima rilluminatio* 
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décroîtra conllDuclIement , et poaira même âerenlr moindre que 

celle do milieu , si la table est suffisamment longue. 

ConRrmons présentement ces aperçus par le calcul, Gonsidàt)!!* 
un point de l'un des lon^ côtés dont la distance au milieu de es 
long côté soit égale ^ r ; la lumière reçue par ce point sera 

! + ; = ^(.H^'+tH^-) . _ , , 

Supposons z. donné et constint ; la différentielle de cette expresûon 
prise par rapport k f aK divisée par Ax fera 

, «j'(«'-H'-W)— <»■+*■+»■+'•)■ 

d'oii , en égalant & zéro , 

*=o, ou ix'+z'+b'+c')'=4i'(,'+h'+c'). 

En rejetant tout emploi de signes qui rendrait inériuUement « 
imaginaire , ainsi qne le double signe de i , U seconde ëoaation 
doiuie simplement 

et encore fa ut-il , pour que cette «leur puisse être admise , que 
«/.MJ'+t". "e soit pas plgs gr>nd que 2t ; c'cst-l-dire , en d'autres 
termes, que la distance de l'une des lumières au milieu de l'un 
des longs cdtés n'eicède pas sa distance i l'autre lumière. 

Pour savoir présentement laquelle de celte valeur ou de la 
Taleur «=o répond au maximum ou au miaimum, passons ii la 
différentielle seconde qui, diviaée par di" , est 
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. *■ . i(i'+.'+»H<')— 4^»'!' 
,jj^, («M-«H^M<'){(«S^M^H^)'—4»-»-]—a!(.M«''+»'+'')—"i{'t»'(''4*'4<'i— ('■+'•+''+«•)■) . 

Ea posant jrao , h seconde fiaction s'ëyaDouU , et la première 
devient 



4- 



(.»fS'+c')> 



quantité négative on pssitWe y suîraot que az sera moiadre oo plus 
gcaad que y'r'+i»-!^; ainsi , la valeur 'jr=o' répondra à un ron- 
xintum , h la valeur ■'' 



=/^ 



(a*— j/*'+d'-+-C»)/-«*+**-H'* 



est imagînûire\ et cette valeur :r=o répondra Jt ua m; autuhb « «i 
au contraire l'autre valeur de x est Ti^le* 
Si ensuite 00 pose 



va t ce qui revient au même , 

c'est au contraire la première fraction qui s'ëvanouît , tandis que la 
seconde devient 



' a«~'V* 



«* {V*"+*'-H'—i' 



quantité Ttégatice ou positiee ,' suivant que 22 sera ploc grand ou 
plus petit que y/< V | ' t ^| i^ ; et comme > dans le dernier de ces deux cas, 
la valeur de s devient imaginaire f il s'ensuit que , lorsque «tte 
valeur 
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. est possible , elle répond toajoars i un maximum. 

Voici don,c quel sera l'ëtat de l'un des longs côtés , suÎTaDt Ja 
situation - des deux lumières. Si d'abord la dislance de i'une de ces 
lumières Jk l'autre est moindre que la distance de cette roéme lu- 
mière au milieu du long cdté , ou > ce qai revient au même , ri 
les droites menées de ce milieu aux deux lumières forment entre 
elles un angle mqipdre que Go" . ce (aime milieu sera le poiol 
le pli^ éclairé du bng cûtë^ dont FltlumiBation diminuera cnsaîte 
de plus en plus à droite et î gauche , eu allant Ters ses ^trémités. 

Mais si , au coutralre , l'angle formé par ces deux droites est 
plus grand que 6o degrés , le milieu du long câté présentera un 
minimum d'illumination ; ce minimum se trouvera situé entre deux 
maxima qoi eik seront dîsUns de part et d'autre d'une quantité 

et â . droite et \ gaocïie de ces minima U lumière oe cessera plu» 
de décroître. 
Dans le cas. pnr{!ealîer bù l'on auriît 

c*est-î-dire r dans le cas oik- le friinçlé dès. deux lumières et du 
milieu du long côté setsit- éqtoilaiéràiT ^ U -maximum tt les deux 
minim(f se confondraient en ce miireu ; maïs il est clair que, dans 
la questiçn qu^' nou» occupe', ce milieu doit aL(v» être considéré 
comme recevant nu maximums, de lumière. 
Si dan» la foVmnle' (9) ou fait 
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qaantUé trSs-fadle à consCruilre , lorsque z est doQnd > elle deviendra 

, ' , (16) 

telle est donc l'expression de la lumière reçue par le point le plus 
éclairé du long câté de la table. 

Si l'on veut profiler de l'indétermination de z pour rendre cette 
quantité de lumière maximum ou minimum , il faudra revourir 
\ sa. difFéreqtiellé prise par rapport à z , laquelle , en la divisant 
par dz» est 



et oe peut conséqMmment devenir nulle. Ainsi , U fonction (lo)' 
n'est proprement susceptible ni de maximium m àentînimum* 

Mais,' il. ert aîtâ d« voir qusj z étant indéterminé , plus on le 
l^endra . petit - et plus .aussi le point le plus éclairé du- plus long' 
bord- de la table' recevra de lunûèrè : celte lumiire étant d'ailleùre 
toujours comprise ealre 



st il en sera de même' de son point du milieu. 

Voyons enfin, si, à raison de l'indétermination A»-z; là qtfantitj 
de lumière reçue pat les angles , qui sont ' en général les poiuu 
lei' moins éclairés, ne serait point susceptible dedevenlr un ma- 
itimum. Cette, qaantîlé de lumière e«t 
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38o QUESTIONS 

aC*'-h.»+iM-«:'J 



(-1— xj'-KH-e* C'»+')H-*M-«' *^ (rM-«"+*H-«*)"— 4«'«» * 
Sa différentîelle , prise pw rapport* k ** et dWi«^e par d* ett 

d'o& l'on tire , en égalant à séro , 



L'analogie de ces résultats arec ceux que noos avons obtenss pp^ 
cédemmenty'nous autorise à poser sor-le-champs les m axi m e* que 
Toici : 

Soit portée nne des lumières an centre de la table ; si alors la 
distance de cette lumière à l'un quelconque des angles n'est pat 
moindre que la longueur de cette table , ce sera en cet endroit 
que les deux lumières deTront être placées pour que tes angles seîenf 
autant éctairés qu'ils -peuvent l'être. 

'Mais ù. , comme il arrivera le plus souvent , la distance de cette 
lumière & l'un des angles est meindre que la langueur de la table; 
alors , pour que le» angles reçoivent le pins de lumière possible, 
les deux lumières devront être placées sur la droite qui joint les 
milieux des petits etjtés , de part et d'autre du centre , de manier* 
que les distances de leurs projections à'ce centra soient 



y-. 



qmuitité ttès-£acile- i constraîre, 

PBOSLÈMfE IL Béaoudre U même prohOmê pour me falh 
^iptique i ies deus bimières devant iUM placées de idit manièrr 
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RÉSOLUES. 38f 

f»* iâurs projections tombent sur le grand axe , à une même àis- 
tanee ée part et Vautre du centre de la table. 

Solution, Soient za le grand axe et zb le petit axe de l'ellipse,. 
en sorte ^ue son équation soit 

Soit touj'oTirs e la ïiauteur commune des deux lumières 'au-desso* 
àa plan de Ta table , et soit enfin z la distance de ïa projection 
de chacune d'elles au centre de cette table. 

D'après cela, la lumière reçue par un point du përimètrc de l'ellipse 
dont les coorJonntics sont x, y , sera 

! I ' ^ a(x»4-r'+^'+^-) , . 

£n y mettant pour y sa valeur tîrëe de T^^uation (i) et posant ^ 
pour abréger , a»— i»s=«" , il vient 

Supposons X déterminé, et voyons quelle valeur il faudrait donner 
à s pour que le point que nousi considérons fût plus ou laoin» 
éclairé que tous les autres. La diiFêreutlelle d« cette expressioi»^ 
prise par rapport i x «st divisée par Ax est 

•a régalant à zéro, on a 

On prouvera , eomme ci-diessus , que- la valeur f sso est mimmmm 
«u masimam suivant que l'autre est réelle ou imaginaire f. et que> 
dans tout le ca» eii cette dernière est réelle, elle répond- à an max^ 
màm. En particulier , ù l'on a. 
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OU , ce qui revient au même » 



îc maximum et le mînîmnm se trouvent réuni* en un même point 
qui n'est autre chose que i'extrcmitc du petit axe , et qui doit 
être considéré comme présentant un maximum. 
Pour la prcmiiire valeur x=o , l'expression (3) devient 



c'est donc là la lumivrc reçue par l'extrémité du petit axe j sî 
c'est un minimum qui y a lieu, il faudra , suivant les coix/itions 
du problème , rendre ce minimum le plus grand possible , ce ^ quctî 
on parviendra f en posant z = o, sî c'est au contraire un maximum, 
il faudra le rendre le plus petit possible ; en prenant z aussi grand 
qu'il se pourra , sans faire devenir ce point minimum. 
Mettons dans la formule (3) la valeur 

elle deviendra 



Si l'on veut profiter de rindctcrminatlon de z pour rendre' celle 
fonction la plus grande ou la moindre possible , il faudra passer 
il sa diiFéreatielle qui, divisée par Az , sera 



aarV-'-t-i--K'--^(3'H-*,'-f<') 



M «»C«V«'-H''-H'~«'S>'V*H^"+«* 
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RÉSOLUE^. .383 

En égalant celte différentielle Ji zéro , chassant le radical , «t re- 
mettant pour e* sa valeur a^—lr^ , on obtient l'équatîon 

d'oà , eo n'admettant que la racine réelle positive , on tirera 

valeur queTon trouvera résoudre complètement la question et qu'il 
sera facile de construire, 

Hcmarçaes. I. On 'résoudrait , par des principes et des mcBioac^ 
analogues, le cas où il s'agirait de quatre ou même d'un plus granA 
nombre de lumières à distribuer de la manière la plus convenable 
sur une table , soit rectangulaire soit elliptique ; mais il paraît qu'alors 
les calculs se compliqueraient d'une manière qotable. 

II. Au lieu de 'dcmaudcr que l'cclairage du "bord de la table soit 
aussi uniforme que possible , on peut demander que le point le 
moins éclairé de sa surface soit autant éclairé que- faire se pourra. 

IIÏ. On peut transporter ces sortes de recherches dans l'espace 
et en faire la base d'une théorie de l'éclairage des galeries ou appar— 
temens rectangulatrcs ou elliptiques , surmontés d'un plafond , d'une 
Toàte en bcrcoau ou d'un dôme, et ëctalre's par. .des lustres ou 
plaques ; ou même, de jour , par dés fenêtres ou vitrages supérieurs^ 
dont il s'agirait alors de régler la distribution de la manière fa 
plus avantageuse. 



y Google 



Î64 QUESTIONS PKOPOSÊES. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problème de probabilité, 

xJtVX urnes contiennent l'une h Boules blanches et n noires , et. 
l'autre à' boules blanches et n'. On doit prendre à l-i f.is cv au 
hasard avec les deux, mains dans les deux urnes un minie nom. 
hn X de houles , et perler ensuite dans chacune d'elles les boule» 
«xtrailes de l'autre. Quel doit être ce nombre s , pour que la pro- 
babilité tju'alors les boules blanche» et les. boules noires aeronti 
wiiforoLémeot réparties dan» les deux, urnes soit un maximum ? 

Problème de Géométrie^ 

Décrîre Telirpse du moindre périmètre , entre totites oelle* qm 
fassent par les quatre mêmes points donnés ? 

Théorème» de Géométrie^ 

Tout quadrilatère , plan on gauche , rectiligne ou sphérique-, dM» 
lequel la somme de deux côtés opposés est égale à la somme de^ 
&UX autres oôtésr est clrconscriptlble au cercle» 



fin. DC TOH£ CIHQVIÈKK. 
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CORRECTIONS ET ADDITIONS 
Pour le tome cinquième des Annales. 

i AGE 3 , ligne* 21 et a8 ^ ^ ; lisez : >. 
Page 4i 'ifiie 6 — /•; liiez '.II. 

Page 6, ligne 16— — ; liut ; — . 
y î 

Page SJIgne^- — ;/»«:^^. 

Page 1 2 , ligne 1 6 ^ B ; lisez l B>. 
''ag- »4 . Iifi"« 7 . "— Sin.*" ; lisez : Sin.l. 
ligne 8 , — Sin.« , Usez : &m.¥. 
Pages 18 , 19 , ao , 21 — changez tout les f en x- 
Page a3, ligne i4 — o"j /»« ; »*. 

Page 34 f ligne 6 , en renonUat — 9,i43oa4o ; '»«' : o,i43oa4tt' 
^age 3l , ligne 4 t ^** renonlant ^ abc ; /iwc : a'Ve', 
Page 3a , problème d'architecture — donnés; lisez : donoéei. 
Page 69 , ligne i ^ de la relation ; Usez : de rtUtion. 

{i3); Uuz: (i5) 
Page gg , L'gne 8 — vivant on anra évidemment ; écrivez : 

^ en posant ^j:::^, ^jc=u. 
Pag. 100 , ligne i3^1a fonction composée; ajoutez :/...S. 
T»gB 1 13 , équation (60) première ligne — aprii ( Lf) * ; écrivez ,- r. 

Page laig, équations{io4) i. •' ligne— r- (* — t)ày,lisez: — <«— 00~-f)^. 
a.' ligne — j<(x-»^ ; lisez xAix — Os. 

3.* ligne is^l); lisez : — ^— *)i. 

P(x— *J I Usez : Btjc— #)ï. 
Page iSa , équallDn(iia), dernier terme -^a^rjj — — r^ ; mettezid*. 
Page 143 f ligne 9 , en remontant — Archijnede ; lisez : ArtbimtdtM, 
Page 144 1 l'S"^ 1 ' " Karoten ) lisez : Kariien. 
Koeslner ,- lisez : KMitner. 
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CORRESPONDANCE 

Entre les questions proposées et les questions rësolues. 



Toiiiein,pagea3i Problème résolu, 



TonwIVjpageage 



PnAlème I. 
Problime U. 
Problème III. 
Théorème I. 
Théorème II. 




52—55. 
55—60. 



agS— 399. 



309—338. 



368—369 
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39© CORRECTIONS ET ADDITIONS. 

page t^5, ligne lo — implique; lisexi impliquent^ 
Page 1^8, ligne 4 — "/""^J théorie ; mettez ( ; 1. 

/iprèj pT>ii\^ue ; tuppriwiet (J). 
Page i56 , i I» noie , équation (i) — («-0 J '"«« ■ («+')■ 
Page l6a , ligne 7 , en remontant — changte tous /« { « {• 

ligne 2 , en remontant — ï-f-E ; liseï : r+Ç. 
Tage |S8, ligt» 8 — ce qu'on fait ; liste : ce qu'o» ■ fut. 

ligne ao — ïtertinus ; liste : Herlinua. 
Pa^e 184 , ligne 4 — qui n* voit { litet : qui ne »o!t fn. , 
Page 187 , ligne 4— t'ipprimtt : au moina. 

'Page 308 , ligne la — de l'analite ? /û« : de l'analîae î (') ; rt mtlitx m note e« 
f ui" suit ; 
O Cela a ii& eï^culë par M. Legendre , àan» ta Kcondc édition de ta /A/ort» 
Ja nombres , pag. i5i , n.* 119. 

J, O. G. 
Page 34*7 • *P'^* ^ ligne i3 , ajoutez cet aUnia. 

Cette série pourrait sembler en contradîclion avec la sërîe rooaue 

maïs , outre que y dans les application^ aux nombres > elles Jooneni 
les mftmes résultats , leur coexistence se trouve justiliée par la 
■légitimité des procédés qui conduiseat ji l'un» ^t i l'autre. Elles 
-admettent toutes deux un complément qui tend sans cesse à devenir 
te mAïae, i mesure que l'on prend un plus grand ngmbre d* 



•P^ a6i , li^ 16 — algarithmiqoea ; Uiext algorithmiqae». 
■Fi^ «76, lifoe a J en remontant. ^ wonf SCoa.^f : meHex :>- 

Supplément i TErrata Ju tome IV.* 

9»^ i5l. l53, i55, M titre — ORDRBf Uuk : DiGBi. 
ft^ a47 > lieu >3 — » ' — ■— ajî ; /ùm : »'— •saif. 
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